Prednaska 10, 4. prosince 2013

Dokazeme dva vysledky z minulé pfednasky, ortogonalitu funkci sin(nzx) a
cos(nz) a Besselovu nerovnost. Pak uvedeme postacujici podminky pro kon-
vergenci Fourierovy fady funkce a spocitame rozvoje dvou funkci do F. tad.

Diikaz. (Ortogonalita sin(nz) a cos(nx).) Necht m,n € Ny. Spocitdme hod-
noty
Smn = (sin(ma), sin(nz)), T = (cos(mz), cos(nz))

U = (sin(mx), cos(nx)) ,

kde (f,g) oznacuje [*_fg. Z¥ejmé Soo = 0, Too = 27 a Uy = 0. Necht m
nebo n neni 0, tfeba m # 0 (pro n # 0 je vypocet podobny). Integrace per
partes pomoci sin(mz) = (— cos(mx)/m)" a cos(mx) = (sin(mx)/m)" dava

S = (/M) Ty Tnp = 0/m)Sp, a Unpyn=—(n/m)U,m

(prvni ¢len [...]™  ve vzorci pro integraci per partes je vzdy 0, nebot ... je
27r-periodické funkce). Prvni dvé rovnice dohromady davaji

(1= (n/m)*) S = 0= (1= (n/m)*) Tonn -

Kdyz n # m, pak odtud mame S,,,, = T},,,, = 0. Kdyz n = m, pak vime, zZe
Spmm = Tynm. Ale z identity sin® x + cos?x = 1 pro kazdé = € R plyne, Ze
t€Z Spm + T = ffﬁ 1 =2m. Tedy Sy, m = Tinm = 7. TTeti hofejsi rovnice
pro m = n dava Uy, ,, = —Upym a tedy Uy, = 0. Abychom vypocetli Uy, ,,
pfi m # n, vyjadiime U, ,, integraci per partes opét pomoci cos(mz) =
(sin(mx)/m)":
Unm = —(n/m)Up, ., .

Dohromady U,,,, = (n/m)*U,.,, a zas U,,,, = 0. Shrnuto: Sy,.n = T = 7
prom € N, Soo = 0 a Typ = 2m, a vSechny ostatni hodnoty Sy, ., Trnn a
U Pro m,n € Ny jsou rovny nule. O

Diikaz. (Besselova nerovnost.) Jako s, = s,(z), n = 1,2,..., oznac¢ime n-ty
¢astecny soucet Fourierovy fady funkce f:

n

S, = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kz)) = Z(a; cos(kz) + b sin(kz)) ,

k=1 k=0



kde
ap, = 7 H(f,cos(kx)), b = 7 *{f,sin(kx)), k=0,1,2,...,

ay = ap/2, aj, = ax pro k > 0, by = 0 a b, = by pro k > 0. Diky linearité
(skoro)skalarniho soucinu (-, -), definici ¢éisel a},, b}, ax, by, a ortogonalité funkci
sin(kz) a cos(kx) se (Sn, Sn) rovna

n

> " ((ap)*(cos(kx), cos(kx)) + (b,)? (sin(kz), sin(kz))) = W(%+Z(az+bi))

k=0

a také

(5 ) = D (ahlcos(ia), ) + tilsnio), 1)) = (2 + St +18))
k=0

Na druhou stranu méme 0 < (f — s,,, f — s5) = (f, f) — 2(sn, [) + (S, Sn),

tudiz 2(s,, f) — (sp, sn) < {f, f). Takze

i(az_’_bz) — 2<Sn7f> — <Sna3n> S <f7f>

™ ™
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pro kazdé n. Rada ¢tverctt F.-ovych koeficientt funkce f tedy konverguje a
jejl soucet je shora omezen uvedenou hodnotou. O

Rekneme, 7e funkee f : [a,b] — R je na intervalu [a, b] po édstech hladkd,
kdyz existuje takové déleni

a=ap<ar<a<---<ap,=2=

tohoto intervalu, ze f ma na kazdém intervalu (a;, a;11) spojitou prvni deri-
vaci (sama f je tedy na tomto intervalu také spojitd) a v délicich bodech ma
f vlastni jednostranné limity f(a; + 0), f(a; — 0), f'(a; + 0), f'(a; — 0). Zde
zavadime oznaceni

fla; = 0):= lim f(z)

r—a~
a podobné pro ostatni jednostranné limity. (Staci predpokladat existenci
vlastnich limit f’(a;+0), f'(a;—0), existence vlastnich limit f(a;40), f(a;—0)
uz plyne Lagrangeovou vétou o stfedni hodnoté.) Snadno se vidi pomoci Le-
besgueovy véty, ze po ¢astech hladka funkce je riemannnovsky integrovatelna
(dloha 1). Pro po ¢astech hladké funkce Fourierova fada bodové konverguje:
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v bodech spojitosti k funkéni hodnoté a v délicich bodech k aritmetickému
prumeéru jednostrannych limit.

Véta (Dirichletova, o bodové konvergenci F. fady). Necht f : R — R
je 2m-periodickd funkce, jejiz zuZeni na interval [—m, | je po cdstech hladké.
Pak Fourierova tada funkce f(x) na R bodové konverguje k funkci

flz+0)+ f(x—0)
: :

V kazZdém bodu spojitosti x funkce f tedy jeji Fourierova Tada konverguje k

hodnoté f(x).
Dikaz. Priste. O

Jen bodova konvergence Fourierovy fady je slaba vlastnost, protoze, jak vime,
obecné neumoznuje limiténi, derivovani a integrovani rady clen po ¢lenu. Je-
i f na [—7, 7] po ¢astech hladkd avSak nespojité v alespori jednom bodé, jeji
Fourierova fada nekonverguje k (f(x+40)+ f(z—0))/2 na [—=, 7| stejnomérné
— jinak by funkce (f(x+0)+ f(z —0))/2 jako stejnomérny soucet spojitych
funkci musela byt spojita, ale to neni (tloha 2). Pro po ¢astech hladkou a
spojitou funkci jeji Fourierova fada konverguje stejnomérné.

Véta (o stejnomérné konvergenci F. fady). Necht funkce f: R — R je
2m-periodickd a spojitd a jeji zuZeni na [—m, 7| je po édstech hladké. Pak je
f na R stejnomeérnym souctem sveé Fourierovy rady.

Dikaz. Nebudeme délat. O

Piiklad 1. Rozvineme funkci f(z), definovanou na intervalu [—m,m)
jako f(z) = x? a 27-periodicky rozsifenou na R, do Fourierovy fady. Je to
suda funkce, sinové Fourierovy koeficienty b,, jsou proto nulové (integral liché
funkce pres [—m, 7| je nula). Cosinové Fourierovy koeficienty jsou (integral
sudé funkce pres [—7, 7] je dvojnasobek integralu ptes [0, 7])
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a, pron € N,

(sin(nz)/n)’ (= cos(nz)/n)’
2 i ) —_— 2 5 . - 4 s ——
an = = [ a* cos(nz) dr=— [¢°sin(nz)], —— [ z sin(nz) dz
T Jo e 2% 7n J
0
4 4 T 4
= — [z cos(nx)]y ——/ cos(nz)de = (—1)"— .
N2 e —— ™2 J, n?
m(=1)n R

0

ProtoZe f(z) (= z* na [—7,7]) je spojitd a po ¢astech hladka funkce, podle
predeslé véty

——1—42 n o8 :;f() na R .

Dosazenim = = 7 dostavame

2

2 e n e
2 ™ n(_l) 1 _ ™
n=1 n=1

Podobné pro x = 0 mame

o0 n+1 2
PR s
n=1
(viz ulohu 9).
Piiklad 2. Rozvineme funkci f(z), definovanou na intervalu [—m, 7) jako
f(z) = 7 — x a 2w-periodicky rozsitenou na R, do Fourierovy fady. Nulty
cosinovy F. koeficient je

ag = l/ﬂ<7T—JJ) dx = % (2n? — [27/2]7,) =27 .

™ —T
Dalsi cosinové koeficinty uz jsou nulové, protoze pro n € N mame
(f(x),cos(nz)) = (1, cos(nx)) — (x,cos(nx)) =0—-0=0

(prvni nulu méme podle tvrzeni o ortogonalité sint a cosinti a druhou protoze



integrujeme lichou funkci pfes [—m, 7). Sinové F. koeficienty pro n € N jsou

bn

1 /7r (m — ) sin(nz) dx

- (Eﬂ — 2)(=1/n) cos(na)]", - -~ /_ i cos(nz) dx)
2r(=1)"/n %Of—’
(12

Dan4 funkce je po ¢astech hladkd, ale v bodech (2k+1)m, k € Z, je nespojité.
Podle Dirichletovy véty

T+ Zi%sin(nx) — f(z) naR\{...,=3m, —7m,m,3m,...}.
n=1

V bodech z = (2k + 1)7, k € Z, tato Fourierova fada konverguje k hod-
noté (0 4 27)/2 = 7, zatimco f((2k + 1)m) = 27. Dosazenim = = 7/2 po
jednoduchych tpravach dostaneme rovnost

) 1+1 1+ o
3 5 7 4
Ulohy

1. Dokazte, Ze po ¢astech hladka funkce je omezena a jeji body nespoji-
tosti tvoii mnozinu miry 0 — podle Lebesgueovy véty ma Riemanntiv

integral.

2. Dokazte, ze kdyZ je f : [a,b] — R po &astech hladkéa a nespojita, je i
(f(z —0) + f(z +0))/ nespojita.

3. Rozvinte funkci sin(2x) do Fourierovy fady.

4. Vypoctéte

/ sin(3z)? du .
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. Necht f: R — R ma Riemanntv integral na kazdém intervalu [a,b] a
je p-periodickéd (p > 0), tj. pro kazdé x € R plati, ze f(x) = f(x + p).
Dokazte, ze integral faa+p f ma jedinou hodnotu, nezavislou na a.

. Necht f(x) = |z| pro —7 < 2 < 7 a na zbytek R je funkce f rozsifena,
aby byla 27-periodicka. Naleznéte jeji Fourierovu fadu a zjistéte, k
jakym hodnotam konverguje.

. f(x) =0pro —7m < x <0, f(r) = 1 pro 0 < = < 7 a na zbytek
R je funkce f rozsifena, aby byla 27-periodicka. Naleznéte jeji Fourie-
rovu fadu a zjistéte, k jakym hodnotam konverguje. Konverguje stej-
nomeérné?
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. Odvodte Y (-1)""'n=2 = 72/12 z 5. n? = 7?/6 jednoduchou mani-
pulaci s nekonec¢nymi fadami.



