Vicerozmérny Riemannuv integral a Fubiniova véta
(sepsano podle 11. kapitoly knihy V. A. Zoricha, Mathematical Analysis II,
Springer, 2004)

Boxy. Box, pfesnéji n-rozmérny box I C R", je kartézsky soucin intervali
I = [alabl] X [a2762] X X [a'27b2] )

kde —oco < a; < b; < +oo. Napt. v euklidovské roviné R? to je uzavieny
obdélnik se stranami rovnobéznymi s osami souradnic a s kladnymi délkami.
Objem boxu je

n

1 = [ [ (b — i) -

=1

Déleni D boxu I na podboxy je mnozina boxt
D=A{[c" g x [, ] x o x e, e T [0 < i < ki 1< i<}

kde a; = & < ¢! < --- < 7t < ' = b, jsou néjaka déleni intervali [a;, by,
1=1,2,...,n. Norma déleni je

AMD):= _max (c" —c])

1<i<n,0<j<k;
— maximalni délka hrany podboxu. Déleni D boxu I s body ¢ je dvojice
(D, (), kde D je déleni boxu I a ¢ : D — R™ je zobrazeni spliiujici ((J) € J
pro kazdy podbox J. Prosté feceno, v kazdém podboxu je zvoleny néjaky
bod.

Riemannova definice vicerozmérného integralu. Necht I C R" je
box, (D, () je jeho déleni s body a f : I — R je funkce. Riemannova suma

je definovana jako
S(£.D.Q)= D - f
JeD
Integrdl funkce f pres box I je vlastni limita

/If = lim S(f,D,q) ,

(D,0), A(D)—0

existuje-li, takze [, f € R je takové éislo, Ze

Ve 36 > 0¥(D,¢) - A(D)<6:>‘/If—5(f,D,C) <e
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Darbouxova definice vicerozmérného integralu. Necht D je déleni
boxu I a f: I — R je funkce. Pak definujeme pro kazdy podbox J tohoto
déleni: m(J) = inf,es f(z), M(J) = sup,c,; f(z) a dolni, resp. horni, soucet

s(f.D):= > _[J|-m(J), resp. S(f, D) := Y |J|- M(J).

JeD JeD

Dolni, resp. horni, integrdl je

/ f = sup({s(f, D) | D je déleni I}) .
JI
resp. o
/f = inf({S(f,D) | D je déleni I}) .
I

Opét (jako v jedné dimenzi) plati, ze pro kazdé déleni D boxu [ je

o <s(f.D) < [1< [1<s(.0) < oo

Integral funkce f pres box I pak definujeme jako realné cislo

L/fzészfGR,

kdyz se dolni a horni integral rovnaji spolecné vlastni hodnoté.

Plati: f ma [ podle Riemannovy definice <= f m4 [ podle Darbouxovy
definice, a v pripadé existence integralu se obé hodnoty rovnaji. Mnozinu
funkci riemannovsky integrovatelnych ptfes box I oznacime jako

R(I)={f| f ma Riemanntv integrél ptes [} .

Lebesgueova véta. Rekneme, %e mnoZina F C R" mé (n-rozmérnou
Lebesgueovu) miru 0, kdyz pro kazdé £ > 0 existuje takova posloupnost boxii

Il,IQ,... VRTL, ze
Y |Ll<ea Ec|JI.
n=1 n=1

Véta (Lebesgueova). Necht I C R" je box a f : I — R je na ném
definovand fukce. Pak f € R(I) <= f je na I omezend a mnoZina jejich
bodi nespojitosti ma miru 0.



Napriklad kazda omezena funkce f : I — R nespojita pouze ve spocetné
mnoha bodech ma Riemanniv |, ; [+ Z Lebesgueovy véty a definice integralu
dostavame (dokazte si to jako ulohu 1):

Disledek. Kdyz f : I — R je funkce, jeZ je na boxu I C R™ nezdpornd a
fIf =0, potom f =0 na I aZ na mnoZinu bodi s mirou 0.

Fubiniova véta. (Pfesnéji, véta Fubiniova typu.) UmozZiiuje pievést vy-
pocet vicerozmérného integralu na posloupnost obyc¢ejnych jednorozmérnych
integralti. Necht X C R™ Y C R"a Z = X xY C R™™" je m-rozmérny,
n-rozmérny a (m + n)-rozmérny box.

Véta (Fubiniova). Necht f: Z = X xY = R, f € R(Z). Pak vechny tri
integraly

/s /X(/Yﬂx,y)dy) d o /Y(/Xﬂx,y)dx) dy

existuji a rovnaji se.

Vysvétlime znadeni a smysl véty. Integral [ , | existuje podle pfedpokladu o
f. Definujeme funkci

F: X >R, F(x) ::/Yf(ﬂli,y)d%

pokud pro néjaké x = z¢ € X tento integral neexistuje, definujeme £ (x0)
jako libovolnou hodnotu z intervalu [ [, f (o, y) dy, [, f(2o,y) dy]. Podobnym
zpusobem definujeme funkci o

G:Y =R, Gy ::/Xf(ac,y)dx.

Fubiniova véta ikd, ze F € R(X), G e RY)a [, f = [\ F = [, G. Z
dikazu téz vyplyne (tloha 6), Ze mnozina bodi xg € X s f(xo,y) € R(Y)
ma miru 0, a podobné v y-ové soutadnici.

Diikaz. Dokézeme, 7ze F € R(X) a [, f = [, F, pro funkci G je diikaz
podobny. Kazdé déleni D boxu Z je ,souCinem® D; X Dy déleni D; boxu
X a déleni Dy boxu Y, to jest kazdy box J € D je sou¢inem J = J; X J,



pro J; € Dy, Jy € Dy. Bud déno ¢ > 0. Pak existuje déleni D boxu Z, ze
s(f,D) > [, f —e. Vezmeme déleni Dy a Dy, ze D,=“D; x Dj. Pak podle
vlastnosti infima plati, ze

=[J1|-| 2|
. ﬂ% .
s(f.D) = D VJ|-inf (=) = YT Al _inf fay)
JeD JED
o . :
(pro¢? — tloha 2) < Z BA zléli( Z |J2|;é1§2f(x,y) )
Ji1€Dq ;IQGDZ B

-~

=s(f(2,),D2)< [y f(wy) dy<F(z)

< D [l inf F(z) = s(F, D).

J1€D1

Takze s(F, D) > [, f —e. Analogicky se dokéze, Ze pro dané ¢ > 0 existuje
déleni D} boxu X, ze S(F,D}) < [, f +¢. Pro e — 0 to podle Darbouxovy
definice integralu znamena, ze F € R(X) a [, F = [, f. O

Priklad. Necht f(x,y,2) = zsin(z +y) a box I C R? je dan intervaly
0<z<m, |yl <7/2a0<z<1. Pak, podle Fubiniovy véty,

1 w/2 T
///f(a:,y,z) drdydz = / (/ (/ zsin(x + y) dx) dy) dz
I 0 —x/2 \Jo
1 w/2
= / (/ (—zcos(z + y)|7_o) dy) dz
0 —7/2
1 w/2
= / (/ 2z cosy dy) dz
0 —7/2
1 1
= / (2zsiny|y__./p) dz = / dzdz=2.
0 0

Integral pres mnozinu £ C R". Integrél rozsifime z boxti na obecnéjsi
mnoziny. Zavedeme i objem mnoziny. Mnozina £ C R" je pripustnd, kdyz je
omezend a jeji hranice OF (coz jsou ty body = € R™, Ze kazdé okoli x protina
jak F tak R™\ E) méa miru 0. Napiiklad krychle, oteviena ¢i uzaviena koule
jsou pfipustné mnoziny, kdezto @ N [0, 1]" neni pfipustnd mnozina. Objem
omezené mnoziny E C R" je integral (kdyZ existuje)

wl(E) = [ e
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kde I C R" je box obsahujici E a yg je charakteristickd funkce mnoziny F
(takze xg(x) =1 proxz € E a xg(r) =0 pro x € I\F). Da se dokazat:

Tvrzeni. £ C R" md objem <= FE je pripustnd.

Necht £ C R™ je omezené. Integrdl funkce f : E — R pres E definujeme

jako
/Efzz/j,

kde I C R” je box obsahujici E a f je rozsifeni f:

- f(z) ... z€FE
f@y_{o .. zel\E.

Tato definice (jakoZ i definice objemu) je korektni: tiloha 7.

Ulohy
1. Dokazte disledek Lebesgueovy véty.
2. Proc¢ plati ta nerovnost v dikazu Fubiniovy véty?
3. Nechf I C R" je box a D je jeho déleni. Dokazte, ze |I| =", |J].

4. Necht I C R" je box a [ = Ule J; je sjednoceni boxt, které maji
disjunktni vnitiky. Dokazte, ze |I| = Zle | J;|.

5. Necht f: I — R je neomezend funkce definovand na boxu v R™. Co se
stane v Riemannové definici integréalu? Jak vypadaji [,f a [,f7

6. Zduvodnéte, pro¢ ve Fubiniové vété mnozina
{zo € X | [, f(z0,y) dy neexistuje}
ma miru nula.

7. Zdivodnéte, pro¢ objem vol(E) a integral [, f pro mnozinu E C R"
nezaviseji na volbé boxu I obsahujictho E (kdyz existuji).

8. Dokazte, Ze pro kazdy box I C R™ je || = vol({).



