Doplnkovy text za prednasku 21.3.2005

Poznamka. Funkce f,, n € N, a f budte definované na intervalu (a, b), kde
a,b € R* (muze byt a = —oo nebo b = 00). Potom

loc

fn= fna(a,b) < f,= fnalcd| pro Vlcd] C (a,b),c,deR.

Dikaz. Implikace <= je jasnda z definice lokalné stejnomérné konvergence,
protoze kazdé dostateéné malé okoli bodu v (a,b) lze pokryt kompaktnim
intervalem lezicim v (a, b).

Implikaci = dokdzeme sporem. Necht f, lo:(; f na (a,b), ale pro néjaky
interval [c,d] C (a,b) neméme f, = f na [¢,d]. To znamend (znegujeme
definici stejnomérné konvergence), ze existuje redlné e > 0 a nekonecnd
posloupnost dvojic (ny, 1), (n2, z2),... takovd, ze 1 < ny < ny < ... jsou
prirozend ¢isla, 1, xs,... jsou body z intervalu [c, d] a

| fri (i) = f(23)] > e

pro kazdé i € N. Muzeme predpokladat, ze x; — « pro i — oo. (Protoze
Z1,x2,... je omezena posloupnost, lze z ni vybrat konvergentni podposloup-
nost Ty, Tmy,-... Abychom se vyhnuli slozitym indexim, pro jednodu-
chost tuto podposloupnost oznacime opét jako i, xs,...). Protoze z; jsou
z uzavieného intervalu [c,d|, lezi v ném i jejich limita « a tedy, klicove,
a € (a,b). Podle predpokladu o lokélné stejnomérné konvergenci na (a, b)
existuji 6 > 0 a N € N takové, ze

|fu(z) — f(z)] <eprokazdé n > N az € (o — 0, + 0)

(0 volime rovnou tak malé, ze (o — 0, +6) C (a,b)). Nyni vezmeme tak
velké j € N, ze n; > N az; € (o — d,« + §). Pak mame soucasné

| fr; (25) = f(z5)] < e
| fo; (25) — f(z5)] > e,

cOZ je spor. |

Lemma. (Bolzanp—Cauchyova podminka pro posloupnosti funkei.) Funkce
fn, n € N, a f budte definované na mnoziné M C R. Pak

fa=f naM < Ve>03dngVm,n>nogVer € M : |fu(x) — fr(2z)] < e.
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Dikaz. Nejprve implikace =. Pro £/2 vezmeme takové ny € N, zZe pro
kazdé n > ng a x € M mame |f,(x) — f(x)| < €/2. Podle A-ové nerovnosti
pak pro kazdé m,n > ng a x € M méme

() = @) < |fu(x) = f(2)| + [f(2) = fm(2)] <e/2+ /2 =¢.

I < jelehkd. Stejnomérnd B.-C. podminka pro posloupnost funkei (f,,)n>1
ndm dava, ze pro kazdé pevné x € M spliuje (f,.(z)),>1 B.-C. podminku pro
¢iselnou posloupnost a tedy je konvergentni. Limitu si oznacime jako f(z).
Nasli jsme tedy funkci f: M — R takovou, ze f, — f na M. Ukazeme,
ze konvergence je dokonce stejnomérna. Pro dané € > 0 vezmeme ng, Ze pro
kazdé m,n > ny a x € M plati

(@) = fm(2)| < &/2

(diky stejnomérné B.-C. podmince pro posloupnost funkei). Pro (neptitelem)
dany bod x € M vezmeme tak velké N € N, ze N > nga|fn(x)—f(z)] <e/2
(diky bodové konvergenci). Pro kazdé n > ng pak (diky A-ové nerovnosti)

(@) = f(2)] < [fol2) = fn(@)[ + [fn(2) = fz)| <e/2+e/2 =
Protoze ng na x nezavisi, dokazali jsme, ze f, = f na M. [ ]

Véta 4. (zdména potadi diskrétni limity a integrace.) Necht f, = f na
(a,b), kde a,b € R*, a funkce f, maji na (a,b) Newtonuv integrél. Potom ho
maifa

/bf(x) dxr = lim bfn(x) dx.

n—0o0

Diukaz. Zvolime si libovolné zy € (a,b) a primitivni funkce F,, k f, na
(a,b) tak, ze F,(xo) = 0 pro vSechna n € N. Podle V3 (zdména poradi
diskrétni limity a derivovani) a pozndmky za ni (stejnomérnd konvergence
derivaci davé stejnomérnou konvergenci puvodnich funkei) existuje funkce
F: (a,b) — R takové, ze F,, = F a F' = f na (a,b). Podle predpokladu o
fn existuji vlastni jednostranné limity F,(a™) := lim, .+ F,(z) a F,(b7) :=
lim, - F,,(z). Podle V2 (zdména poradi diskrétni a spojité limity) existuji
vlastn{ limity lim, . Fr(a™) a F(a®) := lim,_ .+ F(z) a rovnaji se; totéz



pro F,(b~) ax — b~. Takze f ma na (a,b) Newtonuv integrél a

n—oo n—oo

b
/ f(x)de = F()—F(a")= lim F,(b") — lim F,(a")
— i (R (0) — Fula”)

Necht F je mnozina funkei definovanych na M C R. Rekneme, ze F je
na M stejné omezend, pokud existuje konstanta K > 0 tak, ze

Ve FVYze M: |f(x) < K.

F muze byt i posloupnost funkci. Ze fada > o2 o fn mé na M stejné omezené
¢astecné soucty znamend, ze posloupnost funkei (fo + fi + -+ + fo)n>o je

na M stejné omezend. Rekneme, ze posloupnost (f,).>o je na M bodové
monotonni, pokud

Ve e M : (fu(x))n>0 je monoténni.

Znaceni g, = 0 znamend, Ze g, stejnomérné konverguji k identicky nulové
funkei. V nésledujicich dvou vétach jsou (f,)n>0 a (gn)n>0 dvé posloupnosti
funkci definovanych na M C R.

Véta 10. (Abelovo kritérium.) Predpoklddejme, ze (i) > >~ f, = na M,
(i) (gn)n>0 je na M stejné omezend a (iii) (gn)n>o0 je na M bodové monoténni.

Potom
o0

angn = na M.

n=0
Véta 11. (Dirichletovo kritérium.) Predpoklddejme, ze (i) >, f,, md na

M stejné omezené ¢astecné soucty, (ii) g, = 0 na M a (iii) (g5 )n>0 je na M
bodové monoténni. Potom

angn:i na M.
n=0



Diikaz obou vét. Podle Lemmatu (B.-C. podminka pro posloupnosti funkef)
staci dokézat, ze pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé n > m >

no a x € M plati ’fm(m)gm<x> + fm+1(x>gm+1(x) +ot fn(x>gn(x)‘ <e.
Oznacme si

Frn(t) = fin(2) + frs1 () + - + ful2),
kde pro m > n klademe F}, ,(z) = 0. Pak pro kazdé k < m mame

n

= Z(Fkﬂ(lﬁ) - Fk,z—1<x>>gl<x>

i=m

= |G(z)+ i Fri(2)(gi(7) — giy1())

> fia)la)

< |G(x)] +

Y

3 Fuale)ate) = gis1(2)

kde
G(ZE) = _Fk,m—lgWL(x) + Fkyn(m)gn(x)

Zavedeme si funkei b : M — {—1, 1} popisujici bodovou monotonii posloup-
nosti (gn)n>o:

h(z) = 1 jeli (gn(x))n>0 nerostouct
1 =1 jeli (gn(x))n>o neklesajici.

Necht jsou splnény piredpoklady Abelova kritéria a je dano € > 0. Vezmeme
K > 0 takové, ze |g,(z)| < K pro kazdé n € N a x € M (predpoklad (ii)), a
no € N takové, ze pro vSechna n > m > ng ax € M mame |F,, ,(z)| < /2K
(predpoklad (i) a B.-C. podminka pro posloupnosti funkei). Horejsi odhad
pouzijeme s k = m. Pak, pro vSechnan >m >ngaxz e M,

|G (@) = [Fnn ()] - |gn(2)] < (¢/2K) - K =¢/2



n—1 n—1

3 1Fonil)] - 16:(a) = gisa(z)
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n—1

(e/2K)h(x) )} gi(x) = gis1(2)

(/2K () (g (2) — 6a(2))
(¢/2K) max(|go()], l9a(2)])
e/2

A
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(pfi upravé na druhém fadku jsme pouzili predpoklad (iii)). Dohromady
[ (€)gm (%) + frns1(2)gmar (2) - + folx)gn(z)| <€/2+e/2 =€

Necht jsou splnény predpoklady Dirichletova kritéria a je dano € > 0.
Vezmeme K > 0 takové, ze |Fy,(z)] < K pro kazdé n € Nax € M
(predpoklad (i)), a np € N takové, ze pro vSechna n > ng a € M mame
lgn(2)| < /3K (pfedpoklad (ii)). Nyni pouzijeme hotejsi odhad s k = 0.
Pro vsechna n > m > ng a ¢ € M méame

|G (@) < [Fom-1(2)]-[gm (@) + | Fon(2)] - |gn(2)] < K- (e/3K +¢/3K) = 2¢/3

a (s pomoci podobnych tprav s vyuzitim bodové monotonie (iii))

ZFOZ 9i(®) — gir1(x))| < Z‘FM -h(@)(gi(x) — giva1(x))

< Zgl — gin(z
= Kh(z )( m( ) = gn())
< Kmax(|gm(2)|, |gn(x)])
< ¢/3.

Dohromady 0pét | fin (2)gm () + fms1 (2)gms1 (€) -+ fu(@)gn(2)] < 2¢/3+
e/3 =c¢. |



