
Doplňkový text za přednášku 21.3.2005

Poznámka. Funkce fn, n ∈ N, a f buďte definované na intervalu (a, b), kde
a, b ∈ R∗ (může být a = −∞ nebo b = ∞). Potom

fn

loc

⇒ f na (a, b) ⇐⇒ fn ⇒ f na [c, d] pro ∀ [c, d] ⊂ (a, b), c, d ∈ R.

Důkaz. Implikace ⇐ je jasná z definice lokálně stejnoměrné konvergence,
protože každé dostatečně malé okoĺı bodu v (a, b) lze pokrýt kompaktńım
intervalem lež́ıćım v (a, b).

Implikaci ⇒ dokážeme sporem. Nechť fn

loc

⇒ f na (a, b), ale pro nějaký
interval [c, d] ⊂ (a, b) nemáme fn ⇒ f na [c, d]. To znamená (znegujeme
definici stejnoměrné konvergence), že existuje reálné e > 0 a nekonečná
posloupnost dvojic (n1, x1), (n2, x2), . . . taková, že 1 ≤ n1 < n2 < . . . jsou
přirozená č́ısla, x1, x2, . . . jsou body z intervalu [c, d] a

|fni
(xi)− f(xi)| ≥ e

pro každé i ∈ N. Můžeme předpokládat, že xi → α pro i → ∞. (Protože
x1, x2, . . . je omezená posloupnost, lze z ńı vybrat konvergentńı podposloup-
nost xm1 , xm2 , . . . . Abychom se vyhnuli složitým index̊um, pro jednodu-
chost tuto podposloupnost označ́ıme opět jako x1, x2, . . . ). Protože xi jsou
z uzavřeného intervalu [c, d], lež́ı v něm i jejich limita α a tedy, kĺıčově,
α ∈ (a, b). Podle předpokladu o lokálně stejnoměrné konvergenci na (a, b)
existuj́ı δ > 0 a N ∈ N takové, že

|fn(x)− f(x)| < e pro každé n ≥ N a x ∈ (α− δ, α + δ)

(δ voĺıme rovnou tak malé, že (α − δ, α + δ) ⊂ (a, b)). Nyńı vezmeme tak
velké j ∈ N, že nj ≥ N a xj ∈ (α− δ, α + δ). Pak máme současně

|fnj
(xj)− f(xj)| < e

|fnj
(xj)− f(xj)| ≥ e,

což je spor. �

Lemma. (Bolzano–Cauchyova podmı́nka pro posloupnosti funkćı.) Funkce
fn, n ∈ N, a f buďte definované na množině M ⊂ R. Pak

fn ⇒ f na M ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃n0 ∀m, n ≥ n0 ∀x ∈ M : |fn(x)− fm(x)| < ε.
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Důkaz. Nejprve implikace ⇒. Pro ε/2 vezmeme takové n0 ∈ N, že pro
každé n ≥ n0 a x ∈ M máme |fn(x)− f(x)| < ε/2. Podle ∆-ové nerovnosti
pak pro každé m, n ≥ n0 a x ∈ M máme

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fm(x)| < ε/2 + ε/2 = ε.

I⇐ je lehká. Stejnoměrná B.-C. podmı́nka pro posloupnost funkćı (fn)n≥1

nám dává, že pro každé pevné x ∈ M splňuje (fn(x))n≥1 B.-C. podmı́nku pro
č́ıselnou posloupnost a tedy je konvergentńı. Limitu si označ́ıme jako f(x).
Našli jsme tedy funkci f : M → R takovou, že fn → f na M . Ukážeme,
že konvergence je dokonce stejnoměrná. Pro dané ε > 0 vezmeme n0, že pro
každé m, n ≥ n0 a x ∈ M plat́ı

|fn(x)− fm(x)| < ε/2

(d́ıky stejnoměrné B.-C. podmı́nce pro posloupnost funkćı). Pro (nepř́ıtelem)
daný bod x ∈ M vezmeme tak velké N ∈ N, že N ≥ n0 a |fN(x)−f(x)| < ε/2
(d́ıky bodové konvergenci). Pro každé n ≥ n0 pak (d́ıky ∆-ové nerovnosti)

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)− fN(x)|+ |fN(x)− f(x)| < ε/2 + ε/2 = ε.

Protože n0 na x nezáviśı, dokázali jsme, že fn ⇒ f na M . �

Věta 4. (záměna pořad́ı diskrétńı limity a integrace.) Nechť fn ⇒ f na
(a, b), kde a, b ∈ R∗, a funkce fn maj́ı na (a, b) Newton̊uv integrál. Potom ho
má i f a ∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.

Důkaz. Zvoĺıme si libovolně x0 ∈ (a, b) a primitivńı funkce Fn k fn na
(a, b) tak, že Fn(x0) = 0 pro všechna n ∈ N. Podle V3 (záměna pořad́ı
diskrétńı limity a derivováńı) a poznámky za ńı (stejnoměrná konvergence
derivaćı dává stejnoměrnou konvergenci p̊uvodńıch funkćı) existuje funkce
F : (a, b) → R taková, že Fn ⇒ F a F ′ = f na (a, b). Podle předpokladu o
fn existuj́ı vlastńı jednostranné limity Fn(a+) := limx→a+ Fn(x) a Fn(b−) :=
limx→b− Fn(x). Podle V2 (záměna pořad́ı diskrétńı a spojité limity) existuj́ı
vlastńı limity limn→∞ Fn(a+) a F (a+) := limx→a+ F (x) a rovnaj́ı se; totéž
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pro Fn(b−) a x → b−. Takže f má na (a, b) Newton̊uv integrál a∫ b

a

f(x) dx = F (b−)− F (a+) = lim
n→∞

Fn(b−)− lim
n→∞

Fn(a+)

= lim
n→∞

(Fn(b−)− Fn(a+))

= lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.

�

Nechť F je množina funkćı definovaných na M ⊂ R. Řekneme, že F je
na M stejně omezená, pokud existuje konstanta K > 0 tak, že

∀f ∈ F ∀x ∈ M : |f(x) < K.

F může být i posloupnost funkćı. Že řada
∑∞

n=0 fn má na M stejně omezené
částečné součty znamená, že posloupnost funkćı (f0 + f1 + · · · + fn)n≥0 je
na M stejně omezená. Řekneme, že posloupnost (fn)n≥0 je na M bodově
monotónńı, pokud

∀x ∈ M : (fn(x))n≥0 je monotónńı.

Značeńı gn ⇒ 0 znamená, že gn stejnoměrně konverguj́ı k identicky nulové
funkci. V následuj́ıćıch dvou větách jsou (fn)n≥0 a (gn)n≥0 dvě posloupnosti
funkćı definovaných na M ⊂ R.

Věta 10. (Abelovo kritérium.) Předpokládejme, že (i)
∑∞

n=0 fn ⇒ na M ,
(ii) (gn)n≥0 je na M stejně omezená a (iii) (gn)n≥0 je na M bodově monotónńı.
Potom

∞∑
n=0

fngn ⇒ na M.

Věta 11. (Dirichletovo kritérium.) Předpokládejme, že (i)
∑∞

n=0 fn má na
M stejně omezené částečné součty, (ii) gn ⇒ 0 na M a (iii) (gn)n≥0 je na M
bodově monotónńı. Potom

∞∑
n=0

fngn ⇒ na M.
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Důkaz obou vět. Podle Lemmatu (B.-C. podmı́nka pro posloupnosti funkćı)
stač́ı dokázat, že pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ≥ m ≥
n0 a x ∈ M plat́ı |fm(x)gm(x) + fm+1(x)gm+1(x) + · · ·+ fn(x)gn(x)| < ε.

Označme si

Fm,n(x) = fm(x) + fm+1(x) + · · ·+ fn(x),

kde pro m > n klademe Fm,n(x) = 0. Pak pro každé k ≤ m máme∣∣∣∣∣
n∑

i=m

fi(x)gi(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

i=m

(Fk,i(x)− Fk,i−1(x))gi(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣G(x) +
n−1∑
i=m

Fk,i(x)(gi(x)− gi+1(x))

∣∣∣∣∣
≤ |G(x)|+

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=m

Fk,i(x)(gi(x)− gi+1(x))

∣∣∣∣∣ ,

kde
G(x) = −Fk,m−1gm(x) + Fk,n(x)gn(x).

Zavedeme si funkci h : M → {−1, 1} popisuj́ıćı bodovou monotonii posloup-
nosti (gn)n≥0:

h(x) =

{
1 je-li (gn(x))n≥0 nerostoućı

−1 je-li (gn(x))n≥0 neklesaj́ıćı.

Nechť jsou splněny předpoklady Abelova kritéria a je dáno ε > 0. Vezmeme
K > 0 takové, že |gn(x)| < K pro každé n ∈ N a x ∈ M (předpoklad (ii)), a
n0 ∈ N takové, že pro všechna n ≥ m ≥ n0 a x ∈ M máme |Fm,n(x)| < ε/2K
(předpoklad (i) a B.-C. podmı́nka pro posloupnosti funkćı). Hořeǰśı odhad
použijeme s k = m. Pak, pro všechna n ≥ m ≥ n0 a x ∈ M ,

|G(x)| = |Fm,n(x)| · |gn(x)| < (ε/2K) ·K = ε/2
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a ∣∣∣∣∣
n−1∑
i=m

Fm,i(x)(gi(x)− gi+1(x))

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
i=m

|Fm,i(x)| · |gi(x)− gi+1(x)|

=
n−1∑
i=m

|Fm,i(x)| · h(x)(gi(x)− gi+1(x))

< (ε/2K)h(x)
n−1∑
i=m

gi(x)− gi+1(x)

= (ε/2K)h(x)(gm(x)− gn(x))

≤ (ε/2K) max(|gm(x)|, |gn(x)|)
< ε/2

(při úpravě na druhém řádku jsme použili předpoklad (iii)). Dohromady
|fm(x)gm(x) + fm+1(x)gm+1(x) + · · ·+ fn(x)gn(x)| < ε/2 + ε/2 = ε.

Nechť jsou splněny předpoklady Dirichletova kritéria a je dáno ε > 0.
Vezmeme K > 0 takové, že |F0,n(x)| < K pro každé n ∈ N a x ∈ M
(předpoklad (i)), a n0 ∈ N takové, že pro všechna n ≥ n0 a x ∈ M máme
|gn(x)| < ε/3K (předpoklad (ii)). Nyńı použijeme hořeǰśı odhad s k = 0.
Pro všechna n ≥ m > n0 a x ∈ M máme

|G(x)| ≤ |F0,m−1(x)| · |gm(x)|+ |F0,n(x)| · |gn(x)| < K · (ε/3K +ε/3K) = 2ε/3

a (s pomoćı podobných úprav s využit́ım bodové monotonie (iii))∣∣∣∣∣
n−1∑
i=m

F0,i(x)(gi(x)− gi+1(x))

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
i=m

|F0,i(x)| · h(x)(gi(x)− gi+1(x))

< Kh(x)
n−1∑
i=m

gi(x)− gi+1(x)

= Kh(x)(gm(x)− gn(x))

≤ K max(|gm(x)|, |gn(x)|)
< ε/3.

Dohromady opět |fm(x)gm(x)+fm+1(x)gm+1(x)+ · · ·+fn(x)gn(x)| < 2ε/3+
ε/3 = ε. �
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