Prednaska 9, 28. listopadu 2014

Cast 4: limita funkce v bodé a spojitost funkce

Zapisem
f: M—R

rozumime, ze je dana funkce definovana na neprazdné mnoziné M C R re-
dlnych &isel, coz je mnozina dvojic f = {(x, f(z)) € R* | x € M}. Po-
sloupnost a = (a,) C R je specidlni pfipad, je to funkce a : N — R, kde
M =N=/{1,2,3,...}. Pro definici limity funkce v bodé budeme potfebovat
pojem okoli bodu a znaceni pro néj.

Necht § > 0 je realné ¢islo. Pro a € R mnozinu

Ula,0) :=(a—0d,a+d)={x eR||x—a| <},

to jest body se vzdalenosti od a mensi nez d, nazveme J-okolim bodu a. Pro
a = £00 polozime

U(—00,0) := (—00,—1/d) a U(+00,6) :=(1/9,+00) .

Pro kazdé a € R* se pro 6 — 0 okoli U(a,d) zmensuje, stahuje kolem a
(0<d <d=Ul(a,d') CU(a,0)atakéb e Rb#a=30>0: b & U(a,0)).
Pro a € R prstencové d-okoli bodu a oznacuje mnozinu

P(a,0) :=U(a,0)\{a} =(a—9d,a)U(a,a+d) ={zeR|0<|z—a|] <d}.
Pravé §-okoli bodu a € R, obycejné a prstencové, je
Ut(a,d) :=[a,a+6) a P(a,d) := (a,a+9).

Podobné se definuje levé d-okoli bodu a € R, obyéejné U~ (a,d) = (a — 6, a]
a prstencové P~ (a,0) = (a — d,a). Pro a = +oo prstencova a jednostrannd
okoli definujeme jako rovna obyc¢ejnému okoli U(+o0, J).

Kdyz M C R je neprazdné, pak fekneme, Ze a € R* je hromadnym bodem
mnoziny M, kdyz pro kazdé 6 > 0 je P(a,d) N M # (). Ekvivalentné feceno,
a = lim a,, pro n&jakou posloupnost (a,) C M\{a}.

Definice (limita funkce v bodé&). Necht f: M — R, a € R* je hromadny
bod M a A € R*. Pak definujeme

lim f(x) =A <= Ve >030>0: f(P(a,0)NM)CU(Ac¢)

r—a



— funkce f(z) md v bodé a limitu A.

Jinak feceno, pro kazdé € > 0 existuje § > 0, ze kdyz = € P(a,d) a f je v
x definovana, pak nutné f(x) € U(A,¢e). Jak a tak A mize byt i £oo. Je
dulezité, ze lim, ., f(x) nezavisi na hodnoté f(a), ba ani f(x) nemusi byt v
bodé a definovana (tj. a & M).

A co kdyby a nebyl hromadnym bodem M? Pak by existovalo § > 0, ze
P(a,0)NM =0, tedy f(P(a,d)NM) = 0 ainkluze f(P(a,0)NM) C U(A,¢)
by platila pro kazdé A a e > 0. Cokoli by pak bylo limitou f(x) v a, coz neni
sikovna definice. Proto se pozaduje, aby a byl hromadnym bodem M.

Tato definice zobeciiuje limitu posloupnosti: kdyz posloupnost (a,) C R
chapeme jako funkci a : N — R, pak ziejmé

lim a, = lim a(x),
n—00 T—r+00

existuje-li alespon jedna strana.

Par priklada limit funkci. Necht a, A € R a P(a,d) C M. Pak

limf(z) =A <= Ve>030>0: 0< |z —a|<d=|f(x)— Al <e.

T—ra

Necht a = —00, A = +00 a M = R. Pak

lim f(z) =400 <= Vedd: x<d= f(z)>c

Tr——00
(¢,d € R a predstavujeme si je jako hodné zaporné, respektive hodné kladné,
¢islo).
Uvazme funkci g : R — R, definovanou jako

x . x#0
9(35):{2014 o2 =0.

Pak samoziejmé lim, ¢ g(z) = 0, protoze pro limitu v 0 je g(0) irelevantni.
Funkce znaménka, signum, sgn : R — {—1,0,1}, je definovana jako

-1 ... <0
sgn(x) = 0 ... z=0
1 ... z>0.

Pak lim, ¢ sgn(z) neexistuje a lim,,,sgn(z) je 1 proa >0 a —1 pro a < 0.



Uvazme funkci f: Q — @Q, definovanou jako

flp/a)=1/q,

kde zlomek p/q je v zdkladnim tvaru. Tvrdime, Ze pro kazdé a € R je

lim f(z) =0.

Tr—a
Jak to dokézat? Uvazme okoli U(a,1/2) = (a —1/2,a +1/2) a ¢islon € N
a zamysleme se, kolik zlomki v zakladnim tvaru a se jmenovatelem nejvyse
n padne do U(a,1/2). Jisté jen koneéné mnoho (pfesnéji, je jich nejvyse
142+ - -4n, rozmyslete si pro¢). Kdyz pak § > 0 zvolime mensi nez nejmensi
vzdélenost od takového zlomku rtizného od a do a, v okoli P(a, d) uz ani jeden
z téchto zlomku nelezi. Takze p/q € P(a,0) = q¢>na f(p/q) =1/¢ < 1/n
a tedy lim,_,, f(z) = 0. Pro uplnost, limity lim, ,1 ., f(z) neexistuji.

Konec¢né spocteme limitu

et =1
lim
x—0 x

=1.

Zde funkce definovana zlomkem pro x = 0 ani neni definovana, dostavame
neur¢ity vyraz 0/0. Rada pro exponencidlni funkci pro kazdé = € P(0,1/2)
da odhad

e’ —1 =z
-1 <
T ‘_Z(H—I—l)!

n=1

o0
3 |z]

kde jsme pouzili vzorec pro soucet geometrické fady. Tedy, pro 0 < § < 1/2,
x € P(0,0) = (" —1)/x € U(1,26), coz dava nasi limitu (pro dané ¢ > 0
volime ¢ = ¢/2).

Jednostranné limity funkci. Kdyz f : M — R, a € R, A € R* a pro
kazdé § > 0 je PT(a,d) N M # (), pak definujeme

lim f(z)=A <= Ve>030>0: f(P*(a, )N M) C U(A,e)
r—a
— funkce f(z) ma v bodé a limitu zprava rovnou A. Obdobné definujeme
limitu zleva, P*(a, ) se nahradi levym okolim P~ (a,?).

V a = £00 jednostranné limity neuvazujeme. Naptiklad lim, ,o- sgn(z) =
—1 a lim, ,o+ sgn(z) = 1.



Uloha. Rozmyslete si, e (a € R, A € R¥)

( lim f(z)=A& lim f(z)= A) = lim f(z) = A

r—a™t T—a~ T—a

h_r)nf(x) =A= ( lim+f(x) =AV lim f(x) :A)

Tr—a—
a pro¢ disjunkci V nemuZeme nahradit konjunkci &.

Definice (spojitost funkce v bodé). Necht f: M — R, a € M. Pak
rekneme, Ze funkce f(x) je spojitd v bodé a, kdyz

Ve>030>0: f(U(a,0)NM)CU(f(a),e) .

Jinymi slovy, spojitost f(x) v a znamena, ze
Ve>030>0: €M, |[x—a|<d=|f(z)— fla)| <e.

Dostateéné mald zména v argumentu funkce f tedy zpiusobi jen (pfedem
omezenou) malou zménu funkéni hodnoty.

Rozebereme souvislost s limitou. Kdyz a € M neni hromadnym bodem
mnoziny M\{a}, ¢ili U(a,d) N M = {a} pro néjaké § > 0, postulovali jsme v
hotejsi definici, Ze lim,_,, f(z) neni definovana. Nicméné v této situaci podle
pravé uvedené definice je stale f(x) spojitd v a. Je-li a € M hromadnym
bodem mnoziny M\{a}, pak spojitost f(x) v a znamené pfesné, ze

lim f(x) = f(a) .

T—a

Definuje se i jednostranna spojitost: kdyza € M, f: M — R a
Ve>030>0: f(U(a,6)N M) CU(f(a),e),

pak fekneme, Ze f(z) je v a zprava spojitd. Podobné pro spojitost zleva.

Tvrzeni (jednoznacnost limity funkce). lim, ., f(x) je uréena jedno-
znacne, kdyzZ existuje.

Dikaz. Necht f: M — R, a € R* je hromadny bod M, A, B € R* jsou
dva rtzné prvky a lim,_,, f(z) = A i lim,_,, f(x) = B. Pak vezmeme ¢ > 0,



ze U(A,e) a U(B,¢) jsou disjunktni (coz podle definice okoli 1ze). Mélo by
existovat 0 > 0, ze

f(P(a,0)N M) CU(Ae)NU(B,e)=0.

To neni mozné, protoze P(a,0) N M # (). O

Nasledujici véta ukazuje, ze pojem limity funkce v bodé se da ekvivalentné
popsat jen pomoci pojmu limity posloupnosti.

Véta (Heineho definice limity funkce). Necht a € R* je hromadnym
bodem M, A€ R* a f: M — R. Ndsledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. lim, ,, f(z) = A,

2. pro kaZdou takovou posloupnost (x,) C M, Ze limx, = a, ale x,, # a
pro kazdé n, je lim f(x,) = A.

Diikaz. Necht plati 1. Je déna posloupnost (x,) C M, Ze limz, = a, ale
x, # a pro kazdé n. Nepfitel dal € > 0. Podle predpokladu o f(x) vezmeme
d>0,ze f(P(a,0)NM) C U(A,¢). Podle pfedpokladu o (x,,) existuje ng, ze
pro kazdé n > ng je z,, € P(a,d) N M. Tedy, pro n > ng, je f(z,) € U(A,¢),
coz jsme chtéli dokdzat — lim f(x,) = A.

Necht 1 neplati. Takze (negujeme definici limity funkce) existuje ¢ > 0,
ze pro kazdé § > 0 existuje bod = € P(a,d) N M, ze f(z) & U(A,¢€). Pro
n =12 ... ad=1/n zvolime takovy bod =z = z,, (ze x,, € P(a,1/n) N M,
ale f(x,) € U(A,¢)). Vznikla posloupnost (z,) C M popird ¢ast 2: ziejmé
x, # a pro kazdé n a limx,, = a, avSak posloupnost (f(z,)) nemé za limitu
A (vSechny jeji ¢leny maji od A ,vzdalenost“ alespon ¢ > 0). a

Véta nese jméno némeckého matematika Eduarda Heineho (1821-1881), je-
hoz zname jiz ze tieti prednasky, nikoli basnika a literata Heinricha Heineho
(1797-1856).

Tvrzeni (aritmetika limit funkci). Necht a € R*, funkce f, g jsou defino-
vané na néjakém prstencovém okoli a, lim,_,, f(x) = A a lim,_,, g(x) = B,

kde A, B € R*. Pak
1. lim, . (f(x) + g(z)) = A+ B, je-li tento soucet definovdn,

2. lim, .(f(x)g(x)) = AB, je-li tento soucin definovin a



3. je-li navic g(z) nenulovd na néjakém prstencovém okoli a, pak i
lim, ,,(f(z)/g9(z)) = A/B, je-li tento podil definovdn.

Diikaz. Pomoci Heineho definice limity funkce se to snadno prevede na tvrzeni
o aritmetice limit posloupnosti. Detaily nechavame jako tlohu. a

Tvrzeni (limita monoténni funkce). Necht a,b € R*, a < b a f :
(a,b) — R je monotonni funkce (neklesajici nebo nerostouct). Pak obé li-
mity

lim f(z) a lim f(z)

T—a z—b
existuji (mohou byt nevlastni).

Diikaz. Necht je f(x) na intervalu (a,b) neklesajici, pak ziejmé
lim f () = sup(f((a,b)))
z—b

(pro shora neomezenou mnozinu f((a,b)) toto supremum definujeme jako
+00). Argument je stejny jako v diikazu tvrzeni o limité monoténni posloup-
nosti, detaily nechavame jako tlohu. Ostatni tfi piipady (nerostouci f(z),
limita v a) jsou podobné. O



