Prednaska 8, 21. listopadu 2014

Nejprve jednoduché lemma: kdyZ a, > 0 pro kazdé n € N, pak > a,

konverguje <= Ve >03Im: Y _  an = Gpi1 + Gpyg + - < €. Dikaz
nechavame jako tlohu.
Diikaz. Necht )" a,) je prerovnani fady ) an, takze p : N — N je bi-
jekce. ProtoZze Y a, absolutné konverguje, existuje ¢ > 0, ze |ai| + |aa| +
-+« 4 |a,| < ¢ pro kazdé n. Necht n € N je dané. Pak existuje m € N, ze
{p(1),p(2),...,p(n)} C{1,2,...,m}, tudiz i

lapy| + |ape) + -+ lapmy| < laa| + lag] + -+ + |am| < c

a ) ap(n) absolutné konverguje.

Dokézeme, Ze ) apm) = Y an (soucty se rovnaji). Bud déno ¢ > 0.
Vezmeme ng, ze ., |an| < €13 <. lapm| < € (podle lemmatu). Pak
vezmeme tak velké ni, n; > ng, ze

{p(1),p(2),...,p(no)} € {1,2,...,m}

{1,2,...,n0} C {p(1),p(2),...,p(n1)} .

Pro kazdé n > n; pak diky definici ny a n; a A-ové nerovnosti mame, ze

Zai_zap(i) Zai_zap(i) < Z|ai|+Z’%(i)‘ <ete=2e,
i=1 i=1

icA ieB icA icB
protoze A, B C N jsou jisté dvé kone¢né mnoziny indext s min A, min B > nyg
(sCitance a; a ap) s @ < ng se vzajemné zrusi). Tedy lim(ay + a2 +---+a,) =
lim(ap1) + apa) + - - + apm)) a obé fady maji stejny soucet. O

Absolutné konvergentni fady tak mtizeme definovat obecnéji pro libovolnou
(spocetnou) mnozinu indext. Necht X je nekoneénd spocetnd mnozina (napft.
N, Z, 7 x 7 x 7, Q a podobné). Rekneme, 7e fada

>

ieX
(toto si lze predstavit jako mnozinu dvojic {(i,a;) | i € X}, kde a; € R) ab-
solutné konverguje, kdyz existuje ¢ > 0, ze pro kazdou konecnou podmnozinu

AC X je
Z]ai\<c.
icA



Soucet takové absolutné konvergentni rady je pak definovan jako soucet kla-
sické Tady, kdyz indexy v X bijektivné prejmenujeme pfirozenymi ¢isly:

D=ty = Lim (ap) + ap) + -+ appm)) 5
ieX

kde p : N — X je libovolna bijekce. Podle predchozi véty tento soucet
existuje a nezavisi na volbé p, takze definice je korektni. Nasledujici tvrzeni
nebudeme dokazovat, dikaz je podobny dtikazu véty.

Tvrzeni (nekone¢ny distributivni zakon). Necht X a 'Y jsou nekonecné
spocetné€ mnoZiny a ) ..y a; a ZjeY b; jsou absolutné konvergentni tady se
soucty a € R a b € R. Pak jejich soucin, rada

Z CLibj R

(i,j)EX XY

téz absolutné konverguje a ma soucet ab.
Exponencialni funkce

(Nasledujici motiva¢ni piiklad na pfednasce bohuzel nezaznél.)
1+ (=100)'/1! 4+ (=100)%/2! + (=100)?/3! + - - - =2

Z podilového kritéria hned plyne, ze fada absolutné konverguje, ale jaky méa

soucet? Pro n = 0,1,2,3,... s¢itanec (—100)"/n! divoce skace mezi stéle
se v absolutni hodnoté zvétsujicimi kladnymi a zapornymi hodnotami, na-
ptiklad pro n = 10,11,... je néco jako alesponi +10'°, dosdhne maxima v

absolutni hodnoté (kdyz n = 100 — pro¢?) a pak zacne faktorial vitézit nad
exponencialou (pro n > 100) a s¢itanec se rychle zmensuje k 0. Na prvni
pohled ale neni divod si myslet, Ze by se tak riiznoroda ¢isla mohla nascitat
na néco hezkého. Opravdova magie je, ze ve skutecnosti se tato Cisla témér
(ale opravdu témér) vzdjemné zrusi:

1+ (—100)'/1! + (—100)%/2! + (—100)*/3! + ...
1
~ 1+41001/1! +1002/2! + 1003 /3! + . ..

<1071

coz je kladné cislo, velmi blizké nule, ale nenulové. Dokazeme si to.



Pro libovolné x € R definujeme exponencidlni funkci jako soucet fady

o)
n 2 [E3 .I‘4

x x
e” = exp(x) ::Zﬁ:1+x+5+ﬁ+ﬂ+"‘ :
n=0
Protoze w = n|i+‘1 — 0 pro n — oo, podle podilového kritéria fada

absolutné konverguje pro kazdé r € R a exponencidlni funkce je vsude de-
finovana. Ziejmé ¢ = 1 a e® > 1 pro x > 0 a € je pro x > 0 rostouct
funkce.

Tvrzeni (exp pfevadi soucet na soucin). Pro kazdé x,y € R je

exp(z +y) = exp(z) exp(y) -

Diikaz. Spocteme to a pak kroky vypoctu, jednotlivé rovnosti, zdivodnime.
Pro libovolné z,y € R méame:

exp(z)exp(y) = ; x_' ) n;)% _ n;:()x_! ‘ %
- T ym & 1 k 2
_ "t oym 1 o
: /;;m::k nl m _,;k!nz% (n)l“ Y
s k
k=0 :

Prvni rovnost je z definice exponencidlni funkce. Ve druhé jsme obé ab-
solutné konvergentni fady vynasobili a pouzili tvrzeni o nekonecném dis-
tributivnim zdkonu. Dostali jsme vlastné fadu ., jengxn, --- - Ve tret
rovnosti jsme pro jeji secteni vzali bijekci mezi Ny a Ny x Ny, kterd zacne
indexem (0,0), pak projde mnozinu indext {(1,0), (0,1)}, pak mnozinu in-
dexti {(2,0),(1,1),(0,2)} a tak déle, pouzili jsme fakticky vétu o pferovnani

v ’ . /, v ’ !
AK rady. Ctvrta rovnost je uprava zalozena na rovnostech (k) = K a
n n!(k—nf!
m = k —n. V paté jsme pouzili binomickou vétu, ¢imz jsme se dostali k
zavérecné Sesté rovnosti, definici exponencialni funkce. O

Speciélné mame exp(z)exp(—z) = exp(0) = 1, tedy exp(—z) = 1/ exp(z),
coz pro x = 100 je tvodni priklad. Tedy exp(z) > 0 pro kazdé = € R a exp(z)
je rostouci funkce na R, x < y = exp(z) < exp(y) (protoZe pak exp(y) =

3



exp(z)exp(y — z) s exp(y — z) > 1). Déle je jasné, ze limexp(n) = +oo a
limexp(—n) = 0.

Tvrzeni (logaritmus). Pro kaZdé kladné y € R md rovnice

e’ =y

prave jedno tesent x € R, které oznacime jako logy := x (pfirozeny logarit-
mus ¢isla y).

Na pfednasce jsem prohlasil, Ze to hned plyne z faktu, ze e* je kladna funkce,
rostouci monoténé od 0 do 400, ale nastésti jsem se po chvili vzpamatoval.
Pro diikaz je jesté zapotiebi velmi podstatny fakt, ze e* je na svém defini¢nim
oboru R spojita funkce. K pojmu spojitosti funkce se ale dostaneme az poz-
déji. Dikaz tedy odlozime a jen si poznamename, ze diky predeslému tvrzeni
pro kazdé dvé kladna ¢isla z,y € R plati rovnost log(zy) = logz + log y.

Tvrzeni (exponenciala jako limita). Pro kaZdé x € R je

lim (1+x/n)" =¢".

n—oo

Dikaz. Necht nejprve x > 0. Pro kazdé n € N pak podle binomické véty a

) “1)(n—k+1) o
rovnosti (Z) = w mame

- n - $k
(Ltaz/n)" = (k) (x/n)* =>" E(l —1/n)(1—=2/n)...(1—(k—1)/n) .

k=0 k=0

Kazdy z poslednich k£ — 1 ¢initelt je z intervalu [0, 1], coZ je i jejich soucin
(pro k = 0 je prazdny a je roven 1), tudiz mame horni odhad (1 + z/n)" <
oKL < ST 2k k! = e”. Vyuzivame ovSem toho, ze 2 > 0. Co se tyce
dolniho odhadu, pro dané € > 0 vezmeme tak velké | € N, Ze 22:0 k!l >
e”(1 — €). Pak vezmeme ng (vétsi nez l), ze pro n > ng je (1 — 1/n)(1 —
2/n)...(1=(—1)/n) >1—¢e. Pron > ny pak

k

(1= 1/n)(1—2/n)...(1— (k—1)/n)

(14+x/n)" >

?v|%3
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(opét diky kladnosti z). Z obou odhadi plyne, Ze lim(1 + x/n)" = €”.

A co kdyz x < 0, kdy pfedchozi odhady nefunguji (pro z = 0 rovnost
zjevné plati)? Zde ukdzeme, ze pro x > 0 je lim1/(1 — x/n)" = €*, z ¢ehoz z
aritmetiky limit a vlastnosti exponencialni funkce plyne, Ze lim(1 — z/n)" =
e~*, jak potfebujeme. Protoze 1/(1 — x/n) = 1+ z/(n — x), stacl dokéazat
limitu im(1 + z/(n — z))" = e*. Necht r € N je libovolné ¢islo vétsi nez .
Pak (diky > 0) mame dolni odhad (14 z/(n — x))" > (1 + x/n)™ a horni
odhad

T n T n T n—r T T
(10 5) < (1+25) = (1+25) (1+25)
n—ux n—r n—r n—r
Dolni odhad jde pro n — oo v limité k * a horni také, protoze (14+z/(n—r))"
jde k 1. Takze skutecéné lim1/(1 — z/n)" = lim(1 + z/(n — x))" = e*. O

Goniometrické funkce a exponenciala. Funkce sinus a cosinus se také
daji definovat nekonec¢nou fadou: pro kazdé x € R polozime

00
) - (_l)nl.ZnJrl B x3 1:5
Slnx—;m—x—y—i—g—
a
B o0 (_1)n$2n_1 72 Il
COSZE.—X%(Q—n)!— —E—I—E—

Podle podilového kritéria obé fady absolutné konverguji pro kazdé = € R
a obé funkce jsou tak definované na celém R. Funkci e* jsme definovali pro
r € R, ale stejna definice fadou funguje obecnéji pro komplexni z € C. Pro
r € R pak (protoze i® = 1,i' =4,i® = —1,i% = —i,i* = 1,4°> = i a tak déle s
periodou 4) mame znamy Eulertv vzorec

. oo .
n N n,.n
T

SRV RN VL L U

n=0 n=0, n sudé n=0, n liché

o0 1 nl'Qn S -1 nl,2n+1
- Y i S
n=0 ’ n=0 ’
= coSx +1sinx .

D4 se dokazat, Ze definice sinu a cosinu fadou souhlasi s jejich geometric-
kou definici: kdyz na kruznici v roviné s polomérem 1 a stfedem v pocatku
vyneseme od bodu (1,0) proti sméru hodinovych ruci¢ek oblouk délky a,
dostaneme bod P (na kruznici) se soufadnicemi P = (cos a, sin a).



