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Ponechavame jako tlohu.

TTi dulezité véty o posloupnostech. Pripomenme si, Ze jako monoténni
posloupnost oznacujeme neklesajici nebo nerostouci posloupnost.

Véta (o monoténni podposloupnosti). KaZdd posloupnost (a,) C R md
monotonni podposloupnost.

Diikaz. Necht (a,) C R je libovolna posloupnost. Rekneme, Ze v indexu
k € N zac¢ina dobrd posloupnost, existuji-li takové indexy k =k < ko < ...,
ze ap, < ag, < ..., a ze v k zacind Spatnd posloupnost, existuji-li takové
indexy k = ky < ky < -+ < kj, Ze ay, < ap, < -+ < ag; > a, pro kazdé
n > k;. V prvnim ptipadé tedy ¢lenem a;, zacina nekonecna neklesajici pod-
posloupnost, a ve druhém takova konecna neklesajici podposloupnost, ze uz
ji nelze prodlouzit. Ziejmé v kazdém indexu k£ € N zac¢ind dobra posloupnost
nebo v ném zacina Spatna posloupnost. (Vystartujeme z k a libovolné budu-
jeme neklesajici podposloupnost. Kdyz se nikdy nezastavime, mame dobrou
posloupnost, a kdyz nastane krok, kdy uz nemizeme nijak pokracovat, mame
Spatnou posloupnost.)

Pokud v indexu 1 za¢ina dobra posloupnost, jsme hotovi. Kdyz ne, zacina
v 1 Spatna posloupnost a jako k; > 0 definujeme jeji posledni index. Pokud
v indexu k; + 1 zacina dobra posloupnost, jsme hotovi. Kdyz ne, zac¢ina v
k1-+1 Spatna posloupnost a jako ks > ki definujeme jeji posledni index. Takto
pokracujeme dale. Pokud nékdy dostaneme dobrou posloupnost, jsme hotovi,
protoze (a,) mé neklesajici podposloupnost. Pokud ji nikdy nedostaneme a
mame stale Spatné posloupnosti, vezmeme jejich posledni indexy 1 < k; <
ko < .... Podle definice Spatné posloupnosti tvoii klesajici podposloupnost
ag, > ag, > ... a jsme zase hotovi. O



Uloha. Nechf | = (k — 1)2 + 1, k € N. Dokaste postupem z predchoziho
dikazu, Ze kaZdd l-tice (a1, as,...,a;) C R obsahuje podposloupnost délky
k, kterd je monotonni. (Ndvod: kdyZ kazdému n € {1,2,... 1} prFitadime
dvojici (r, s), kde r je délka nejdelsi neklesajici podposloupnosti zacinagici v
a, a obdobné s pro nerostouct, pak toto zobrazeni je ... .)

Vysledek se podle jeho objevitelii, madarskych matematiki Paula (Pdla)
Erddse (1913-1996) a Georga (Gydrgyho) Szekerese (1911-2005), nazyva
Erdésovo-Szekeresovo lemma. Ulozka: d4 se pii pevném k hodnota (k—1)2+1
zmensit?

Véta (Bolzanova—Weierstrassova). KaZdd omezend posloupnost (a,) C
R ma konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Necht (a,) C R je omezend. Podle predchozi véty mé (a,,) monoténni
podposloupnost (b, ), jez je zjevné omezena. Podle tvrzeni o limité monotdénni
posloupnosti je (b,) konvergentni. a

Uloha. Dokazte B.-W. vétu jinym zptsobem, bez pouZiti véty o monotdnni
podposloupnosti, za pomoci Cantorovy véty o vnotenych intervalech. (Ndvod:
kdyz (a,) C |a,b], délte [a,b] opakované napil tak, Ze vznikly interval stdle
obsahuje nekonecné mnoho clent posloupnosti (ay).)

Véta se jmenuje podle prazského italsko-némeckého matematika, knéze a filo-
sofa Bernarda Bolzana (1781-1848) a némeckého matematika Karla Weier-
strasse (1815-1897). Lehce se rozsifi na neomezené posloupnosti: kazda po-
sloupnost (a,) C R ma podposloupnost s vlastni nebo nevlastni limitou.

Dulezita definice. Jak jsem uz zminil ve 3. pfednéasce, posloupnost (a,) C R
je cauchyouvskd (téz Cauchyova), pokud

Ve >03ng: myn>ng=|a, —a,| <e.
Cleny posloupnosti se tedy k sobé vzdjemné (v tomto presném smyslu) neo-
mezené blizi.
Véta (Cauchyho podminka). Posloupnost (a,) C R je cauchyovskd, pravé
kdyz je konvergentni.
Diikaz. Nejprve <. Kdyz lima,, = a € R, pak pro dané ¢ > 0 existuje ng, ze

n>ng = |a, — a| < €. Podle A-ové nerovnosti,

m,n > ng = |a, — an| < la, —a| + |a — ap| < 2¢,



a (ay) je tedy cauchyovska.

Nyni =. Posloupnost (a,) C R bud cauchyovska. Je tedy omezena. (Necht
e =1 a ng spliiuje, ze m,n > nyg = |a, — a,,| < 1. Pak polozime m = ngy + 1
a pro kazdé n je |a,| < max({|ai|, |az|, ..., |ane|; 1 + |@ny+1]}).) Podle B.-W.
véty mé (a,) konvergentni podposloupnost (ay,), lim, . ar, = a € R. Pro
dané € > 0 nyni vezmeme ng, ze m,n > ng = |a, —a,| <cailay, —a| <e.
Pro kazdé n > ng potom mame

|an = af < lan —ax, | + |ag, —af < 2¢

(prvni | - | < e diky cauchyovskosti nebot k, > n a druba |- | < e diky
ag, — a) a tedy a je limitou celé posloupnosti, lima,, = a. O

Nevlastni limity jsou v rozporu s cauchyovskosti: je jasné, ze kdyz lima,, =
+00, pak (a,) neni Cauchyova. Cauchyovskost posloupnosti je diilezita vlast-
nost, kterd umoznuje zkoumat uplnost (nepfitomnost ,dér“) daného pro-
storu i za situace, kdy nemame k dispozici usporaddani jako v R, tieba v
ptipadé komplexnich ¢isel C vybavenych obvyklou vzdalenosti |z; — z3|. Ve
svété zlomki Q tato véta pochopitelné neplati: kdyz (a,) C Q mé za limitu
V2 € R\Q, tak je posloupnost (a,) cauchyovska, ale nemé ve Q limitu.
Aritmetika nekonecen. Jak jsem slibil, tvrzeni o aritmetice limit nyni roz-
Sifime na nevlastni limity. Rozsirend redind osa R* = RU{—o00, +00} vznikne
pridanim obou nekonecen k redlnym c¢islim. Porovnavani a aritmetické ope-
race na R* definujeme nasledovné:

VaeR: —c0 < a< +00;
Va € R*,a # —00: a+ (+00) = (+00) +a = +00 ;
)

Va e R*,a # +00: a+ (—o0) = (—00) +a=—00;

Va € R*,;a>0: a(xoo) = (+oo)a = 00 ;

Va e R*,a <0: a(f£oo) = (£oo)a = Foo ;

a
Vace R: — =0.
a < oo
Zbylé vyrazy
+oo a

(+00) + (—00), (—00) + (+00), 0 (£o0), (£oo) -0, Too' o PO @€ R*

— soucet dvou nekonecen s opa¢nymi znaménky, souc¢in nuly a nekonecna,
podil dvou nekonecen a kazdy podil s nulou ve jmenovateli — ponechavame
nedefinované, jsou to tzv. neurcité vyrazy.



Tvrzeni (rozsifena aritmetika limit). Necht (a,,), (b,) C R, lima, =a €
R* a limb,, = b € R*. Potom

1. lim(a, + b,) = a + b, je-li tento soucet definovdn,
2. lim(a,b,) = ab, je-li tento soucin definovdn a

3. pokud b, # 0 pro kaZdé n > ng, pak lim(a,/b,) = a/b, je-li tento podil
definovan.

Diikaz je ponechéan jako tloha. Vlastné toto tvrzeni zdivodnuje aritmetiku
nekonecen: pravidlo jako napiiklad Va € R*,;a < 0 : a(—00) = 400 je jen
prepisem vysledku, ze pro kazdé dvé posloupnosti ¢isel (a,), (b,) s lima,, =
a < 0 alimb, = —oo plati, ze lim(a,b,) = +o0.

Zminme, ze neurcity vyraz je i

1:|:oo

(v tom se ob¢as chybuje): kdyz (a,), (b,) C R s lima, = 1 a napf. limb,, =
+00, pak o limité posloupnosti (a’*) Ize ¥ici jen to, Ze bud neexistuje nebo
to je nezdporné redlné ¢islo nebo +oo (vymyslete piislusné piiklady). Ale
(dotaz na prednésce) snadno se vidi, ze 07°° = 0 a, obecnéji, a™° = 0 pro
0<a<laa™ = +4oo proa > 1. Podobné a™> = +copro0 <a <1a
a~*> =0 proa> 1. Ale 07> je neurcity vyraz!

vvvvvv

g = Uplné cokoli, ale pro a # 0 je % = +00 nebo —oo nebo neexistuje .
Pro kazdé a € R* se totiz lehce najdou posloupnosti (a,), (by), ze lima, =
limb,, = 0 a lim(a,/b,) = «, popf. neexistuje. Pro druhy neur¢ity vyraz vsak
mame jen tii uvedené moznosti.

Limes inferior a limes superior. Podle rozsitené B.-W. véty ma kazda
posloupnost (a,) konvergentni podposloupnost nebo podposloupnost jdouci
do —oo nebo jdouci do +o0. Kazda (a,) mé tedy alespon jeden hromadny
bod a € R*, coz je vlastni nebo nevlastni limita néjaké podposloupnosti.
Oznacime

R* D H = {hromadné body posloupnosti (a,)} (#£ 0) .



Snadno se vidi, Ze H méa nejvétsi i nejmensi prvek. (Kdyz (a,) neni shora
omezena, pak je +oo € H nejvétsim prvkem. Je-li (a,) shora omezena ¢islem
¢ € R, je c zfejmé i horni mez pro H. Necht o = sup(H) € R. Podle vlastnosti
suprema a definice mnoziny H pro kazdé n € N mé (a,) podposloupnost s
limitou v intervalu [a — 1/n, a. Z téchto podposloupnosti pro n = 1,2, ...
vybereme vhodné ¢leny ag,,ag,,..., ze ki < ke < ... a pro kazdé n je
ag, € [ —2/n,al. Tim jsme vyrobili podposloupnost, jejiz limita je «. Tedy
a =sup(H) € H a H mé nejvétsi prvek. Podobné se ukéze, Zze H ma nejmensi
prvek.) Definujeme

liminf a, := min(H) a limsupa, := max(H) .
n—o0 N—00

Tyto zkratky znamenaji limes inferior, nejmensi limita (podposloupnosti), a
limes superior, nejvétsi limita (podposloupnosti). Na rozdil od limity lim inf
a lim sup vzdy existuji a jsou definované pro kazdou posloupnost.
Uloha. Sestrojte posloupnost redlngjch cisel, pro niz H = R*, to jest kaZdé
redlné€ cislo, —oo i 400 je jeji hromadny bod.
Piiklad. Posloupnost (a,) s a, = 1/n + n'*Y" m4 liminfa, = 1 a
lim sup a,, = +o0.

Uvedeme druhou, ekvivalentni, definici lim inf a lim sup. Pro posloupnost
(a,) C R definujeme dvé nové posloupnosti (b,) a (c,),

b, = sup({an, ani1,-..}) a ¢, =inf({an, ani,... }) .

Je-li (a,) shora neomezend, mame (resp. definujeme) by = by = -+ - = 400,
jinak je by > by > ... nerostouci posloupnost realnych c¢isel. Podobné ¢; =
¢y =+ = —00 je-li (¢,) zdola neomezena, jinak je ¢; < ¢ < ... neklesajici

posloupnost realnych c¢isel. V prvnim piipadé definujeme limb, = —+o0, ve
druhém lim b,, existuje vlastni ¢i je —oo podle tvrzeni o limité monoténni
posloupnosti. Podobné klademe lim ¢, = —oo v prvnim pfipadé, a jinak je
lim ¢,, vlastni ¢i +oo.

Tvrzeni (o liminf a limsup). Limita lim a,, existuje (vlastni ¢i nevlastni),
pravé kdyz liminf a,, = lim sup a,,, pak liminf a,, = limsup a,, = lima,,. Ddle

limsupa, =limb, a liminfa, =limc, .



Dikaz. Kdyz lima, = a € R* existuje, pak podle tvrzeni o limité podpo-
sloupnosti ma kazda podposloupnost limitu a, tedy H = {a}, liminfa, =
min(H) = a = max(H) = limsup a,. Pfedpokladejme naopak, ze lim a,, nee-
xistuje. Podle rozsitené B.-W. véty ma (a,,) podposloupnost s limitou a € R*.
Protoze a neni limitou celé posloupnosti, pro a € R existuje € > 0, Ze mimo
interval (a — €, a + ¢) lezi nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti (a,). Pokud
a = 400, existuje € > 0, ze mimo interval (1/e, +00) lezi nekoneéné mnoho
¢lentt posloupnosti (a,). Podobné pro a = —oo s intervalem (—oo,—1/¢).
Tyto ¢leny posloupnosti (a,) tvofi jeji podposloupnost (d,). Posloupnost
(d,,) mé podle rozsitené B.-W. véty podposloupnost s limitou b € R*. Podle
tvrzeni o limité a uspofadani i b lezi mimo interval (a — €, a + €), respektive
mimo (1/e, 4+00), respektive mimo (—oo,—1/¢). Tedy a # b a a,b € H, a
proto i nejmensi a nejvétsi prvek H, liminf a,, a limsup a,,, se lisi.

Dokéazu, ze lim b,, = lim sup a,,, diikaz pro lim ¢,, = liminf a,, je stejny. Je-
li (a,) shora neomezené pak jisté limb, = +o00 i limsup a,, = +oo. Necht je
(a,,) shora omezend a (d,) je jeji podposloupnost s limitou rovnou lim sup a,,.
Protoze b, je horni mezi skoro vSech d,, (s moznou vyjimkou dy, ds, ..., d,—1),
méame (podle tvrzeni o limité a uspofadani) pro kazdé n i b, > limsupa,
a tedy i limb, > limsupa,. Na druhou stranu z definice ¢isel b, snadno
sestrojim podposloupnost (ay, ) posloupnosti (a,), Ze pro kazdé n je b, >
ag, > b, — 1/n. Pak podle véty o dvou policajtech je limb,, = limay, , tedy
limb, € H alimb, < limsupa,. Celkem tedy lim b,, = lim sup a,,. O

Jak se dé predstavit lim sup a,, (a podobné liminf a,)? Z +oco posouvame
dolu pist, dokud nenarazi na ¢leny posloupnosti (a,) (nedé-li se pist nikam
umistit, je limsup a,, = +00). Pak se nachézi v poloze b;. Smazeme a;, ¢imz
se mohlo uvolnit misto, a znovu posouvame dolt pist, dokud nenarazi na
zbylé ¢leny posloupnosti. Nachazi se v poloze by. Smazeme ay a posouvame
dola pist. A tak postupujeme dale. Mezni poloha, k niZz se pist priblizuje,
je limsup a,,. Jiny mozny pohled na limsupa, je lehkoatleticky. Pro shora
omezenou posloupnost (a,) fekneme, ze preskoéi latku ve vysce | € R, kdyz
pro kazdé ¢ > 0 pro nekonecné mnoho n je a, > [ — . Pak limsupa, je
presné nejvyssi latka, kterou (a,,) preskodi.



