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Limita a monotonie a podposloupnost. Pfipomenme si, ze posloup-
nost (a,) C R spliujici a; < ag < ... se nazyva neklesajici, pti ostrych ne-
rovnostech rostouci. Obracenim nerovnosti dostavame nerostouct, respektive
klesagici posloupnost. Neklesajici a nerostouci posloupnosti jsou monotonns.

Tvrzeni (o limité€ monoténni posloupnosti). Je-li (a,) C R neklesajici
a shora omezend, pak konverguje.

Diikaz. Supremum
a =sup({ay,as,...})

je dobfe definované diky omezenosti (a,) shora. Podle definice suprema pro
dané ¢ > 0 existuje ng, ze

a—e<ap, <a.

Diky monotonii (a,) a vlastnosti suprema tyto nerovnosti plati i pro kazdé
a, s n > ng. Ukdzali jsme tedy, ze lima, = a. a

Totéz plati, je-li (a,) nerostouci a zdola omezené. Snadno se podobné dokaze,
ze je-li a, neklesajici a shora neomezena, je lim a,, = +o00. Je-li a,, nerostouci
a zdola neomezen4, je lim a,, = —oo. Monotonii (a,) sta¢i vzdy pfedpokladat
jen pro kazdé n > ny.

Posloupnost (b,) C R je podposloupnosti posloupnosti (a,) C R, kdyz
existuje takové rostouci zobrazeni f : N — N, Ze b, = ay(). Jinak napséano,
existuje rostouci posloupnost prirozenych cisel k; < ko < ..., Ze

b, =ap,, n=12,....
Je jasné, ze pak k, > n pro kazdé n. Relace ,byt podposloupnosti je tran-
zitivni a reflexivni, ale ne antisymetricka.

Uloha. Uvedte piiklad dvou riznyjch posloupnosti (a,) a (b,), Ze (an) je
podposloupnosti (by,) i (b,) je podposloupnosti (ay,).

Tvrzeni (o limité podposloupnosti). Je-li (a,) podposloupnost (b,) a
limb, = b€ RU {400, —00}, pak ilima, = b.

Diikaz. Uloha. O

Nalezneme-li tedy v posloupnosti (a,) dvé podposloupnosti s rtznymi li-
mitami, lima, neexistuje. Napf. konstantni posloupnosti (1,1,1,...) a



(—1,—1,—1,...) s limitami 1 a —1 jsou podposloupnostmi v (a,) = ((—1)"),
takze lim (—1)" neexistuje.

Limita a +, -, <. Néasledujici vysledek je zakladem pro vypocty konkrét-
nich limit.
Tvrzeni (aritmetika limit). Necht (a,), (b,) C R jsou konvergentni po-
sloupnosti s lima,, =a € R alimb, =b € R. Pak

1. posloupnost (a,, + b,) téz konverguje a lim(a,, + b,) = a + b,
2. posloupnost (a,b,) téZ konverguje a lim(a,b,) = ab,

3. pokud b # 0, je posloupnost (a,/by,) definovand pro n > ng, konverguje
a lim(a, /b,) = a/b.

Diikaz. 1. Podle A-ové nerovnosti pro absolutni hodnotu,
[(an +bn) = (a+0)| < |an —al +[b, — 0] .

Podle predpokladu pro dané € > 0 existuje ng, ze pro n > ng je kazda z obou
poslednich absolutnich hodnot mensi nez €. Tedy n > ng = |(a, +b,) — (a +
b)| < 2e, coz dokazuje tvrzeni o limité souctu.

2. Nyni

lanb, — abl = |(an, — a)b, + a(b, — b)| <|a, —al - |b,| + |a| - |b, — 1] .

Pro dané ¢, 0 < ¢ < 1, existuje ng, ze pro n > ng je |a, —al, |b, —b| < &, tedy
i|b,| < |b] +1. Tedy n > ng = |anb, — ab| < (Ja| + |b| + 1), coz dokazuje
tvrzeni o limité soucinu.

3. Konecné

|(a, —a)b+ a(b—10,)]
|0, - (D]
< (Ibal - [0]) " (lan — al - [b] + a] - [b—bal) -

a, a

b, b

Pro dané ¢, 0 < € < |b]/2, existuje ng, Ze pro n > ng je |a, — al, |b, — b < ¢,
tedy i |by| > [b]/2 (specidlné b, # 0). Tedy n > ng = |a,/b, — a/b] <
e(la] + |b])(2/b%), coz dokazuje tvrzeni o limité podilu. O
Lze rozsitit i na nevlastni limity, jak podrobné vylozim pozdéji. Diilezité je,
ze aritmetika limit funguje jen jednosmérné, rovnice jako lim(a, + b,) =

2



lim a,, + lim b,, 1ze pouzit jen pii ¢teni zprava doleva. Neni rozhodné obecné
pravda, ze kdyz (a, + b,) konverguje k a, pak konverguji i (a,) a (b,) a
lim(a,, + b,) = lima, + limb, = a (viz napt. a, = (—1)" a b, = —(—1)").
Totéz pro soucin a podil. V tom se pri zbésilém pocitani limit obcas délaji
chyby.

V jednom piipadé limity souc¢inu postacuji slabsi predpoklady:

Tvrzeni (nasobeni limitni nulou). Necht (a,,) je omezend a (b,) konver-
guge k 0. Pak lim(a,b,) = 0.

Diikaz. Uloha. O

Piiklad. Necht je (a,) ddna rekurenci a; =2 a any1 = a,/2+1/a,. Ezistuje
lima, ¢ Pokud ano, ¢cemu se rovnad?

Prvnich par hodnot posloupnosti je a; = 2, as = %, asz = % aay = %.
Ziejmé vzdy a,, > 0. Zda se, ze (a,,) je nerostouci. Dokazeme to. Potfebujeme,
aby pro kazdé n € N platilo, ze a,11 < an, to jest a,/2 + 1/a, < ap,
coz je ekvivalentni nerovnosti V2 < a,. Potiebujeme tedy ukazat, zZe nase
posloupnost ma tuto lepsi dolni mez. Pro n = 1 tato nerovnost jisté plati a pro
n > 110vnéZ: ap = an_1/2+1/an_1 = (an_1+2a,%,)/2 > \/an_12a;, = /2
(toto neni diikaz indukci). Pouzili jsme pro a = a,_1 a b = 2a,,*, nerovnost
(a4 b)/2 > Vab (a,b > 0) mezi aritmetick§m a geometrickym prémérem.
Takze (a,) je nerostouci. Protoze je (zdola) omezend, ma podle tvrzeni vyse
vlastni limitu lim a,, = a € R. Patrné a > v/2. Tvrdim, Ze tato limita spliiuje
rovnici, jez vznikne z rekurence a,, 11 = a,/2+1/a, smazanim indext. Limita
levé strany je lim a,; = lim a,, = a podle tvrzeni o limité podposloupnosti a
limita pravé strany je lim(a,/2 + 1/a,) = (lima,)/2+1/lima, = a/2+1/a
podle tvrzeni o aritmetice limit. Takze

a=a/2+1/a, tojesta?/2=1a a=V?2.

Dokazali jsme, ze lima,, = a = V2.

Tvrzeni (limita a uspofadani). Necht posloupnosti (a,), (b,) C R maji
vlastni limity lima, = a € R a limb, = b € R.

1. KdyZ a < b, tak existuje ng, Ze n > ng = a, < b,.

2. Kdyz a, < b, pro kazZdé n > ng, pak a < b.



Diikaz. 1. Proe, 0 < e < (b—a)/2, existuje ng, ze pron > ng je a, < a+¢e <
(a+0)/2 < b—¢e < by, takze a,, < b,.

2. Kdyby bylo a > b, pro velké n by podle 1 platilo a,, > b,, coz je ve
sporu s predpokladem. O

Toto tvrzeni plati beze zmény i pro nevlastni limity (kde bereme —oo < a <
+o0o pro kazdé a € R). Je tfeba nezapominat, Ze ostra nerovnost miize v
limité pfejit v rovnost: a, = 1 — 1/n < b, = 1 pro kazdé n, ale lima, =
limb,, = 1.

Tvrzeni (véta o 2 policajtech). Necht posloupnosti (a,), (b,), (c,) C R
splnugt, Ze lima, = limb, = a € R a pro kaZdé n > ny je a, < ¢, < b,. Pak
(¢n) konverguje a lim ¢, = a.

Dikaz. Pro kazdé € > 0 je
U(a,e) ={z €R||z—a| <e} =(a—¢c,ate)={x eR|a—ec <z <a+te}.

Protoze to je interval, plati: ¢,d € U(a,e),¢c < e < d = e € U(a,¢). Pro
dané € > 0 existuje ng, ze n > ng = a,,b, € U(a,¢) a a, < ¢, < b,. Tedy i
cn € U(a, ), takze lim ¢, = a. O

I toto tvrzeni se snadno rozsifi na nevlastni limity: pro a = 400 staci pouze
jeden policajt a, a pro a = —oo staci pouze policajt b,. Smysl tvrzeni je
geometricky: e-ové€ okoli U(a, e) bodu a je konvexni, s kazdymi dvéma body
obsahuje i je spojujici usecku (zde interval, jsme v jedné dimenzi).



