Prednaska 3, 17. rijna 2014

Dusledek (Cantorova véta o vnofenych intervalech). Necht [a1,b] D
laz, bo] D las,bs] D ... jsou redlné intervaly. Pak

m[ambn] #0

— nektere redalné cislo lezi ve vsech intervalech. Pokud navic délky intervali
jdou k0 (tj. pro kazdé € > 0 existuje ng, Ze n > ng = b, —a, < &), pak navic

[e.9]

m[ana bn| = {a}

n=1
— existuje praveé jedno redlné cislo, jez lezi ve vSech intervalech.

Diikaz. Podle predpokladu mame dany takové dveé posloupnosti realnych cisel

(a,) a (by), ze

a1<a2<a3< ...... §b3<b2<b1
Polozme
a =sup({ay,azs,...}).
Mnozina {ay,as, ...} je jisté neprazdnd a shora omezend — kazdé b, je jeji
horni mezi — a definice ¢isla « je proto korektni. Protoze « je jeji horni
mezi, pro kazdé n je a, < a. Protoze to je nejmensi horni mez, pro kazdé
n je a < b,. To pfesné znamend, ze pro kazdé n je o € [an, b, — « lezi

v pruniku vSech intervali. Je-li 5 € R jakékoli jiné ¢islo, pak 8 € [ay,, by
znamena, ze | — a| < b, — a,. LeZi-li § ve vSech intervalech a jdou-li jejich
délky b, — a, k 0, pak |5 — a| < € pro kazdé € > 0. Tedy f = « a prunik je
pouze jednoprvkovy. a

Nespocetnost R. Mnozina M je nekonecna, praveé kdyz existuje injekce
f: M — M, ze f(M) # M. Nekoneéna mnozina M je spocetnd, kdyz
existuje bijekce f : N — M. Spocetnost M tedy znamena, ze existuje
posloupnost (a,) = (a1, as,...) s témito vlastnostmi:

1. pro kazdé n je a, € M,
2. pro kazdé n # m je a, # a,, a

3. pro kazdé x € M existuje n € N, ze a,, = x.



Podstatny je prvni a tfeti pozadavek: kdyz je (a,) spliiuje, vypusténim dupli-
kaci a pfeindexovanim z (a,) snadno vyrobime posloupnost (al,), jez splituje
vsSechny tii pozadavky. Mnozina je nespocetnd, kdyz neni spocetna. Uvidime,
ze takova je mnozina R. Nejprve ale uvedu priklady spocetnych mnozin.

Priklady spocCetnych mnozZin. Pochopitelné N sama je spocetnd, za bi-
jekci f vezmeme identickou funkci f(n) = n. I mnozina celych ¢isel Z je
spocetna: posloupnost (0,1,—1,2,—2,3,—3,...) celych ¢isel vycerpava ce-
lou Z. Mnozina dvojic celych ¢isel Z x 7Z je téz spocetna: oznacime-li pro
n € Ny jako p, koneény seznam vsech dvojic (a,b) € Z x Z s |a| + |b| =n v
néjakém potfadi (napf. py = ((0,0)), p1 = ((1,0),(—1,0),(0,1),(0,—-1))), pak

posloupnost vznikla zfetézenim téchto seznamu

(pOaplap27 c )

postupné projde celou Z x 7Z. Nebo lze pro tento ucel pouzit spiralovitou
posloupnost zac¢inajici v (0,0), kterou jsem nakreslil na prednasce. Tedy i
mnozina zlomkt @Q je spocetna.

Cantorova véta. Nasledujici vysledek némeckého matematika Georga Can-
tora (1845-1918) byl bez prehédnéni matematickym prelomem.
Véta (Cantor, 1873). Mnozina redlnych cisel R je nespocetnd.

Dikaz. UkaZzeme, ze mnozina

X ={(a1,az,...) | a, €{0,1}}

vSech 0-1 posloupnosti je nespocetna. DokéZeme presnéji, Ze neexistuje
surjektivni zobrazeni f : N — X. Protoze fakticky X C R (uvazte re-
alna d¢isla tvaru 0.cics ..., kde kazda desetinné cifra ¢, je jen 0 nebo 1),
neexistuje ani surjektivni zobrazeni f : N — R (kazdé surjektivni zobrazeni
f: N = R se ,pfesmérovanim“ hodnot f(n) € R\X do X lehce zméni na
surjekci g : N — X). Zadn4 posloupnost tak nedokaze vycerpat ani mnozinu
X ani mnozinu R.
Necht tedy

f: N — X: f(n) = (Cn,la Cn,2, Cn,3; )a Cn,j € {071}

je libovolné zobrazeni. Pro x € {0,1} ozna¢ime jako T = 1 — = (prohozeni
jednicky a nuly) a vezmeme posloupnost

p=(Cr1, C22, C33, ... ) EX .
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Pro kazdé n € N je ¢,,, # cun, tedy p # f(n) (posloupnost p se od posloup-
nosti f(n) lisi alespon na n-tém misté). Neexistuje tedy n € N, aby f(n) = p.
Takze f neni zobrazeni na. O

Posloupnost p jsme dostali z nekonecné tabulky hodnot zobrazeni f (posloup-
nost f(n) je v n-tém fadku) jako zménénou diagonalu tabulky. Dtkazova
metoda se proto nazyva diagondlni metoda. Lze pomoci ni tfeba dokazat, ze
pro zadnou mnozinu M neexistuje surjekce

f: M—-{A]AC M}

z M na mnozinu vSech jejich podmnozin.
Mnozina

Y={A]|ACN}

vSech podmnozin mnoziny ptirozenych ¢isel se fakticky rovna mnoziné 0-1
posloupnosti X z dikazu Cantorovy véty: posloupnosti @ : N — {0,1}
odpovid4 podmnozina A = {x € N | a(z) = 1} = a™*(1) C N a naopak z
podmnoziny snadno otocenim tohoto postupu udélame posloupnost. Takze i
Y je nespocetna.

Cantorova a Dedekindova konstrukce realnych éisel. Struéné ted na-
zna¢im dvé zndmé metody pro sestrojeni redlnych ¢isel ze zlomki (nase za-
vedeni pomoci desetinnych rozvoju je tfeti metoda).

Cantorova metoda. Posloupnost zlomku (a,) C Q nazveme cauchyovskou
(nazvano po francouzském matematikovi Augustinu-Louisi Cauchym (1789-
1857)), kdyz pro kazdé € > 0 (ted ovSem ¢ € Q) existuje index ng, ze m,n >
ng = |am — a,| < e. Cleny posloupnosti se tedy k sobé vzdjemné (v tomto
pfesném smyslu) neomezené piiblizuji, ,tuli se“ k sobé. Dvé posloupnosti
zlomk (ay,), (b,) C Q jsou ekvivalentni, znaceno (a,) ~ (b,), kdyz pro kazdé
e > 0 (e € Q) existuje index ng, ze n > ny = |a, — b,| < . Odpovidajici
¢leny obou posloupnosti se tak k sobé neomezené priblizuji. Relace ~ je relace
ekvivalence. Uvazme mnozinu

R = {cauchyovské posloupnosti zlomkta}/~ .

R se skladd z mnozin vzajemné ekvivalentnich cauchyovskych posloupnosti
zlomkl. Na mnoziné R lze zavést sc¢itani a nasobeni a relaci usporadani tak,
ze (R, +,, <) je usporddané téleso, které je dokonce uplné (kazda neprazdna
a shora omezena mnozina ma supremum).
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Toto zavedeni realnych c¢isel publikoval jako prvni v r. 1869 francouzsky
matematik Charles Méray (1835-1911), o t¥i roky pozdéji v r. 1872 ho nasti-
nil Cantor, jemuz je obvykle nepfesné pripisovano, a na zakladé Cantorovych
poznamek ho podrobné popsal Eduard Heine (1821-1881).

Dedekindova metoda fezti. Pochazi od némeckého matematika Richarda
Dedekinda (1831-1916), ktery tuto metodu pro sestrojeni R zvefejnil téz
v r. 1872, ale podle vlastnich slov na ni piiSel jiz o 14 let diive. Rezem na
mnoziné Q nazveme kazdou takovou dvojici mnozin (A, B), ze (i) AUB = Q,
(ii) A,B # 0 a (iii) A < B (coz znamen4, ze pro kazdé a € A ab € B je
a < b). Necht

R = {vSechny fezy na Q} .

Na mnoziné R lze opét zavést s¢itani a nasobeni a relaci usporadani tak, ze
(R,+,-, <) je usporadané téleso, které je uplné.

Cast 2: limita nekoneéné posloupnosti

Kdyz (a,) C R je posloupnost redlnych ¢isel a a € R je ¢islo, pak a je limitou
(ay), pséno lim,,_,, a, = a ¢ jen lim a,, = a, pokud

Ve>03dng: n>ng=la, —al <e.

(Zde € bereme z R, np anzNa Ing: n>ny= ... jetotéz jako Ing Vn :
n > ng = ....) Tuto limitu nazyvadme podrobnéji vlastni limitou a kdyz ji
posloupnost (a,) ma, pak téz fekneme, ze konverqguje.

Nevlastni limita posloupnosti (a,) je +oo ¢i —oo:

lima, = +o00 <= Vedng: n>ny=a, >c

a podobné lim a,, = —oo, plati-li totéz s a, < c.

Tvrzeni (jednoznaénost limity). KazZdd posloupnost (a,) C R md nejvyse
jednu limitu (vlastni ¢ nevlastni).

Diikaz. Ukadzu, ze posloupnost nemtze mit dvé vlastni limity, zbyvajici pri-
pady (vlastni a nevlastni limita, dvé nevlastni limity) jsou podobné a pre-
nechané posluchaci/¢ce jako tloha. Necht lima, = a € Rilima, = b € R,
pficemz a < b. Vezmeme ¢ > 0 mensi nez (b — a)/2. Pro néjaky index
no by mélo platit n > ny = |a, —al < ¢, tedy a — ¢ < a, < a+ ¢,
tedy a, < a+ (b —a)/2 = (a + b)/2. Stejné tak pro néjaky index n; by
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mélo platit n > ny = |a, — b < &, tedy b —e < a, < b+ ¢, tedy
a, > b—(b—a)/2 = (a+ b)/2. Pro n vétsi nez ny i n; tak soucasné
a, < (a+0b)/21a, > (a+0b)/2, coz je spor. O

Uvedu ted pér priklada limit. Je jasné, Ze t¥eba
lim(1/n) =0, limn = 400 a lim(—1)" neexistuje .

Dokazu, ze

lim /n=1.

n—00

Pro kazdé n € N je n'/* > 1. Proto kdyby limita n'/™ pro n — oo nebyla
1, existovalo by ¢ > 0 a nekonec¢nda rostouci posloupnost pfirozenych cisel
1 <np < ng < ..., Ze nll/n > 1+ ¢ pro kazdé ¢ € N. Pak ale, podle
binomické véty,

n> (140" =1+ (Z)c + (2)8 +ot (m)c? > ni(ni — 1) /2.
n<

)

Vydéleni n; dava nerovnost
1> (?/2)(n; — 1), &l (2/c?) +1>n;,

jez je zjevné nemozna: posloupnost 1 < n; < ng < ... neni shora omezena.
Méme tedy spor a limn'/" = 1.

Uloha: Naleznéte lim,,_,o, "4/n.



