Prednaska 2, 10. rijna 2014
Ciselné obory. Dobie zname ¢&iselné obory
NczZzcQcRcC.

Zde N = {1,2,...} jsou prirozend cisla, Z = NU{0,—1,—2,...} celd ¢isla
(symbol pro né pochézi z némeckého die Zahlen), Q = {% | a,b € Z,b # 0}
jsou racionalni ¢isla ¢ili zlomky, R redlnd ¢isla a C = {a +bi | a,b € R} s

i? = —1 jsou &isla kompleznd, jimiz se dale podrobné zabyvat nebudeme.

Co je R feknu za chvili. Prvky mnoziny Q jsou pfesné feceno tridy vza-

jemné ekvivalentnich zlomkd, pficemz § a ¢ jsou ekvivalentni, pravé kdyz

ad —bc = 0. Kazda takova ttida ma jako reprezentanta zlomek § v zdkladnim
tvaru, v némz b > 0 a citatel a a jmenovatel b jsou nesoudélnéa c¢isla. Rozsiteni

¢iselného oboru do vétsiho je vzdy motivovano fesitelnosti rovnic. Rovnice

542 = 3 nemd feSeni v N, ale v Z jiz ano (r = —2), 5z = 3 ho nem4 v Z, ale
ma ho ve Q (z = %), 2% = 3 je nefesitelna ve Q, ale fesitelna v R (z = v/3)
a 12 = —3 v R nem4 fedeni, ale v C ho mé (z = iv/3).

Ze ¢tyt hotejsich inkluzi je zcela presna jen prvni, N C Z, zbylym tfem
rozumime jako vnotfenim, kdy skutec¢nou inkluzi dostaneme zménou formatu
prvku: ¢islo z € Z je prvek Q, kdyZ ho napiSeme jako 7, zlomek a € Q je
prvkem R po napsani v desetinném zapisu (pii pojeti R jako desetinnych
rozvoji), napr. % = 0.11111..., a ¢islo a € R je prvek C, kdyz ho napiseme
jako a + 0:.

Na vSech uvedenych c¢iselnych oborech mame aritmetické operace sc¢itani
+ a nasobeni -, spolu s binarni relaci < uspofadani (na C relace < neni).
Vzhledem k obéma operacim (Z, +, -) tvoii to, ¢emu algebraici fikaji okruh:
obé operace jsou asociativni a komutativni, plati distributivita, obé maji
neutralni prvky a sice 0 a 1, a pfi s¢itani mé kazdy prvek inverz. (Q, +, -, <) je
usporadané téleso: je to okruh a navic kazdy nenulovy prvek ma pti nasobeni
inverz a relace < spliuje: (i) a < b,b < ¢ = a < ¢, (ii) ze t¥ moznosti
a < b,a = b,a > b vzdy nastava pravé jedna, (ili) e < b=a+c <b+c
a (iv) a < b,c > 0 = ac < be. Rovnéz (R, +, -, <) je usporadané téleso. Co
mé R navic proti Q je (1) aplnost (mé ucpany diry, které jsou ve Q) a (2)
nespocetnost (je mnohem pocetnéjsi nez Q). Obé bude vysvétleno dale. Je
tfeba Tici, ze pfechod od oboru Q k oboru R je ve srovnani s ostatnimi tfemi

prechody skok na naprosto odliSnou turovern.

Realna cisla jako nekonec¢né desetinné rozvoje. Jedno z moznych
pojeti mnoziny R je to, Ze realna cisla jsou nekonecné desetinné rozvoje, jako



tfeba
0=-0.000..., —5089.33506..., +40.125000... & —=m = —3.141592... .

(Pozdéji se zminim o dvou dalsich — a znaméjsich — zavedenich realnych
¢isel, o Cantorovych fundamentalnich posloupnostech a Dedekindovych fe-
zech.) Reédlné ¢islo a je tedy oznaménkovana nekoneéné posloupnost cifer a,,
sn=0,1,2,...,

a = *ag.a1a00a;3 ... ,

kde ap € Ng ={0,1,2,...} apron >0, a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Napr.
tfeti z ¢isel nahofe ma znaménko + a cifry ag =40, a1 =1, a2 =2,a3 =5 a
a, = 0 pro n >4 (je to vlastné %) Konvence zapisu je, ze znaménko + se
nepiSe a nekone¢ny tusek nul vynechava, takze piseme jen 40.125. Cislo nula,
jehoz vSechny cifry jsou 0, mize mit obé znaménka, —0.000... a +0.000. ..
ztotoznujeme.

Tento zapis je skoro vzdy jednoznacny, ale, jak znamo, néktera realna

¢isla maji zapisy dva: kromé —0.000--- = +0.000... téz
—40.125000... = —40.124999..., 1.000...=0.999...

a podobné. Nastava to presné pro nenulové koncici desetinné rozvoje a =
+ag.aias . .., v nichz pro néjaké k € Ny je ar > 0, ale ag 1 = a0 =--- = 0.
Pak b = 4by.b1by ... (totéz znaménko jako v a), kde b, = a, pro n < k,
b, =ar—1ab, =9pron >k, je totéz redlné ¢islo jako a. Jak tedy rozumét
rovnostem jako 1 = 0.999...7 Samoziejmé, Ze napravo a nalevo od = mame
dosti rizné véci, nekonec¢né slovo a jednopismenné slovo. Z hlediska operaci +
a - v R i porovnavani < to ale pro nas je totéz realné c¢islo. Stejny ,,paradox
se objevuje uz v Q, kde vesele piseme % = :—g a podobné, i kdyz napravo a
nalevo od = jsou dost odlisné dvojice celych ¢isel, a myslime tim, Ze z hlediska
aritmetickych operaci a porovnavani v Q hraji roli téhoz racionalniho ¢isla.

Pripomenu, jak realna cisla porovnavame relaci <, coz jisté kazdy vi.
Necht o, § € R jsou rizna ¢isla (specialné nemame zapisy jako a = 1.000. ..
a f = 0.999...). Pro jednoduchost budte obé ¢isla kladn, se znaménkem
+, obecny pfipad se na tento snadno prevede (rozmyslete si jak). Pak

a<fB <= JkecNy: aj=08pro0<j<k,aleap <fy .

Nejde o nic jiného nez o lexikografické (slovnikové) usporfadani podle cifer.



Uloha: dokazte, Ze kdy? a,3 € R jsou riznd cisla, kterd mohou mit dva
zdpisy, pak vysledek jejich porovndni — bud o < [ anebo a > [ — je tyz
bez ohledu na volbu zdpisu (tedy nikdy se nestane néco jako, Ze v jednom
zdpisu o = 1.000... > 0.9997589--- = B a ve druhém a = 0.999... <
0.9997589 - - - = (3, coZ v tomto prikladu skutecné pravda nent).

Jak se takova realna cisla s¢itaji a nasobi? Struc¢né fec¢eno, mame-li spo-
¢itat ao B, kde a = *ag.cqa... a = +5y.61P2... jsou dvé realna cisla
a o je sCitani nebo nasobeni, usekdvame jejich zapisy po n-té cifie (tj. dalsi
cifry nahradime nulami, znaménka samoziejmé neménime), n = 0,1,2,...,
a pocitame posloupnost ¢asteénych souctl ¢i soudini (rozmyslete si, Ze tyto
¢asteéné soucty ¢i souciny pocitame vlastné v rameci Q)

:|:on o :l:ﬁ(), :l:Oé().Oél o :l:ﬂo.ﬁl, :l:Oéo.CYlOéQ o :l:ﬁo.ﬁlﬁg, ce

D4 se ukazat, ze pro kazdé k € Ny se k-ta cifra vysledkid pro dostatecné
velké n prestane ménit, stabilizuje se, a totéz nastane pro znaménko. Tim je
vysledek operace a o § dobfe a jednozna¢né definovan. Naptiklad pro o =
+1.000... a8 =—0.999... (tj. « = — ) ¢astetné soucty pro a+ [ vychazeji

+1, +0.1, +0.01, +0.001

a tak dal, takze vskutku a 4+ f = 40.000--- = 0. Vlastnosti aritmetickych
operaci a usporadani na R podrobné dokazovat a odvozovat nebudu, neni to
tak lehké, jak se ¢lovéku na zacatku zda. Da se ale dokazat nasledujici véta.

Véta (aritmetika R). (R, +, -, <), kde R je mnozina oznaménkovanyjch ne-
konecnych desetinngch rozvoji, tvori usporadané téleso (po aplikaci ztotoz-
néni —0.000--- = +0.000... a vSech ztotoznéeni typu 1.000...=0.999... ).

Jako ptiklad asociativity s¢itani v R mame tieba (vypoéteno vyse popsanym
postupem):

(—0.999---4+1)+0.999--- =+0.000---+0.999--- =0.999... ,
coz je totéz jako

—0.999---4+(1+0.999...) =—-0.999---+1.999-.- =1.000... .

Suprema a infima, tplnost R. Kdyz X C Rac € X, pak ¢ = min(X),
¢ je minimum nebo téz nejmensi prvek X, pokud ¢ < a pro kazdé a € X.



Podobné se definuje max(X), mazimum nebo nejvétsi proek X. Cislo ¢ € R
je horni mez mnoziny X C R, kdyz ¢ > a pro kazdé a € X. Podobné se
definuje dolni mez. Kdyz X C R a ¢ € R, pak ¢ je supremum mnoziny X,
¢ = sup(X), kdyz

¢ = min({horni meze mnoZiny X}) ,

tedy c je nejmensi horni mez X. Supremum X nemusi v X lezet a kdyz
existuje, je uréeno jednoznacné. Jesté jednou feceno, ¢ = sup(X), pravé kdyz

1. pro kazdé a € X je a < ¢ (tj. ¢ je horni mez X) a

2. pro kazdé d € R, d < ¢, existuje a € X, Ze a > d (tj. ¢ nelze nijak
zmensit na d, aby ztstalo horni mezi, ¢ je nejmensi horni mez X).

Podobné se definuje infimum mnoziny X C R:
inf(X) = max({dolni meze mnoziny X}) ,

je to nejvétsi dolni mez mnoziny X. Uplné stejné definujeme supremum a
infimum pro podmnoziny Q v uspofadani (Q, <) (a obecné v kazdé linearné
nebo i ¢asteéné usporadané mnozing). Mnozina X C R je shora omezend, mé-
li alespor jednu horni mez. Podobné se definuje omezenost zdola. Néasledujici
vysledek je zakladni vlastnost realnych ¢isel, kterou racionalni ¢isla nemaji.

Véta (aplnost R). KaZdda neprdzdnd a shora omezend mnoZina redlnijch
cisel ma supremum.

Podobné méa kazda neprazdna a zdola omezena mnozina realnych cisel infi-
mum. Pfed dikazem véty uvedu par prikladt. Kdyz X = (), rovn4 se mnoZina
hornich mezi X celému R (pro kazdé ¢ € R plati implikace a € X = a < ¢).
Nejmensi horni mez tedy neexistuje a sup()) t€z neexistuje. Kdyz X = N,
mnozina hornich mezi X je prazdnd, protoZe X neni shora mezen4, a sup(N)
neexistuje. Véta 1ika, ze prazdnost X a neomezenost X shora jsou jediné dveé
prekazky pro existenci suprema. V ramci R,

sup((0, 1]) = sup([0,1)) = sup([0,1) N Q) = 1.

V ramci ¢iselného oboru Q véta o supremu neplati:

Tvrzeni (netplnost Q). MnoZina X = {a € Q | a > 0,0* < 2} C Q je
neprazdnd a shora omezend, ale nema v Q supremum.
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Dikaz. Jisté 1 € X a a < 2 pro kazdé a € X, coz dokazuje prvni ¢ast. Necht
¢ € Q je libovolné pevné ¢islo. Ukazu, ze neni supremem mnoziny X. Kdyz
¢ < 0, jisté neni horni mezi X, a proto necht ¢ > 0.

1. Necht ¢ < 2. Pak existuje 3 € Q, 8 > 0, Ze stale (c + 3)* < 2. Pak ale
c+p € X ac+ > c takze ¢ neni horni mezi X. (Potfebujeme, aby
¢islo B > 0 spliiovalo, ze 2¢8 + %2 < 2 — 2. Protoze pro 0 < 8 < 1 je
p% < B, ¢islo B = (2—¢c*)/(2c+2) < 1 vyhovuje — rozmyslete si proc.)

2. Necht ¢ = 2. Jak jsme na minulé prednisce dokazali, tento piipad
nenastava.

3. Necht ¢ > 2. Podobné jako v 1. piipadu existuje f € Q, 0 < 3 < ¢,
7e stale (c — 3)% > 2. Pro kazdé a € X méame a? < 2 < (c — 3)?, tedy
a < c— 3. Takze ¢ — 3 je horni mez X a vzhledem k ¢ — 8 < ¢ neni ¢islo
¢ nejmensi horni mez. (Odhad, jak malé 5 staci vzit, je zde pfenechan
¢tenéfi jako uloha.)

Z4adné ¢ € Q tedy neni supremem nasi mnoziny X. O

Diikaz véety o dplnosti R. Necht X C R je libovolnd neprdzdna a shora
omezena mnozina realnych ¢isel. Budu postupné definovat cifry jistého cisla
c € R, které se ukdze byt supremem X. Bez Gjmy na obecnosti jsou vSechna
¢isla v X kladna (obecny piipad se na tento snadno pievede). Polozim
Xo=Xapron=0,1,2,... postupné definuju cifry ¢, a mnoziny X,, C X,

cni=max({a, |a € X,,}) a X ={ae X, |a,=c,}.

Tvrdim, ze ¢islo
¢ = —+cg.c1Co . ..

je dobte definované a je supremem X. Protoze je X shora omezend, je shora
omezend (a tedy konefnd) i mnozina cifer {oy | @ € Xy} C Ny a cifra ¢
je dobfe definovana. Pro n > 0 uz beru maximum z néjaké podmnoziny
{0,1,...,9} a jedinym problémem by bylo, kdyby X,, = (). Z definice téchto
mnozin ale snadno indukci plyne, Ze jsou viechny neprazdné. Cislo c je tedy
korektné definované.

Ukazme, Ze ¢ je horni mez X. Necht a € X = X,. Z definice ¢q plyne,
7e ag < ¢o. Kdyz ap < ¢, pak a < ¢. Kdyz oy = ¢y, pak z definice ¢; a X3
plyne, ze a € X; a a1 < ¢1. Kdyz a; < ¢q, pak a < ¢. Kdyz a; = ¢;, pak
z definice ¢ a X5 plyne, ze o € X5 a ag < ¢p. A tak dale. Kdyz pro néjaké



n € Ny (poprvé) nastane «,, < ¢,, pak a < c¢. Kdyz pro kazdé n € Ny stéale
a, = ¢, pak a = ¢ (a v tomto pfipadu je ¢ = a = max(X)).

Ukazme, Ze ¢ je nejmensi horni mez X. Necht d € R je libovolné ¢islo s
d < c. Lze predpokladat, ze d > 0. Podle definice usporadani na R existuje
takové n € Ny, ze d; = ¢; pro kazdé 0 < j < n, ale d,, < ¢,. Vezmeme
a € X, 7e a,, = ¢,. Z definice mnoziny X, plyne, Ze a; = c¢; pro kazdé
0 < 7 < n. To ale znamena, ze d < a € X. Takze ¢ je nejmensi horni mez
X. O

Dusledek (existence V2 v R). Rovnice 22 =2 md v oboru R fesend.

Dikaz. Polozme, v oboru R,
c:=sup({a €R|a>0,a®> <2}).

Supremum je korektné definované, protoze dand mnozina je neprazdna a
shora omezend (obsahuje ¢islo 1 a jeji kazdy prvek je mensi nez napf. 2).
Stejné jako v piedeslém tvrzeni se ukédZe, Ze piipady ¢ > 2 a ¢ < 2 jsou
nemozné, protoze pii nich ¢ neni supremem dané mnoziny. Nutné ¢ = 2 a c
je feSeni dané rovnice. O



