Prednaska 13, 9. ledna 2015

Taylorav polynom. Lokalni linearni aproximaci funkce (kterou mame,
kdyz existuje vlastni derivace) nyni zobecnime na aproximaci polynomem.

Definice (Tayloruv polynom). Necht a,d € R, § >0, f: U(a,0) — R,
n € Ny a eristuje vlastni n-td derivace f™(a) € R (pron = 0 to chdpeme
jako pozadavek spojitosti f v a). Taylori polynom fdadu n funkce f v bodé a
je polynom

n
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Vsimnéme si, ze plati identita
/ ’
(@) = T2 ()

(takze (T)%(x))D(a) = fD(a) proi = 0,1,...,n). Ta ndAm umozni dokazat,
7e T)4(x) je jediny polynom stupné nejvyse n, ktery aproximuje f v okoli
x = a az do tfadu n.

Véta (charakterizace Taylorova polynomu). Necht a,6 € R, 6 >0, f:
U(a,0) = R, n € Ny a ezistuje viastni n-td derivace f™(a) € R. Tayloriv
polynom T12(x) je jeding polynom P(x) stupné nejvyse n s vlastnosti

!
o (x —a)"

Nez se pustime do dikazu, uvédomime si, ze kdyz P(x) je polynom stupné
nejvyse n € Ny, a € R a
P
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potom P(z) je nulovy polynom. Pro n = 0 to je jasné, protoze pak (r—a)" =
1 a konstanta P(z) musi byt nulovi. Necht n > 1. Pak, ze spojitosti P(x),
lim, ,, P(z) = P(a) = 0 a a je kofenem P(z). Necht P(z) neni nulovy
polynom. Z algebry vime, ze pak P(z) = (x — a)"Q(z), kde 1 < m <
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n (nasobnost kofene a v P(x)) a Q(z) je polynom s Q(a) # 0. Pak ale
P(z)/(x —a)"” = (x — a)™ "Q(x), coz vzhledem k m —n < 0 pro z — a
nemize jit k 0. Tedy P(x) musi byt nulovy polynom.

Diikaz. Nejprve dokadzeme, ze T/%(x) m4 uvedenou vlastnost. Postupujeme
indukc{ podle n. Pro n = 0 je T/%(x) = f(a) konstantni polynom, pro ktery
uvedend vlastnost plati dokonce ne jen v limité, ale identicky. Necht n > 1.
Podle vySe zminéné identity, ’Hospitalova pravidla (jehoz predpoklady jsou
splnény) a indukéniho pfedpokladu je

i SO =T (@) =T@) 1 fe) =T
T—a (:Ij — a)” T—a ((l‘ _ a)n), n r—a (Q? — a)nfl ’

Necht nyni P(z) s deg P < n ma uvedenou vlastnost. Pak ale podle
aritmetiky limit funkci, pfedpokladu a casti 1 je

i P@) =T @) _y P@) = flo) ) fo) - T )

T—a (:E — a)n T—a (ZL‘ — a,)n T—a (f[,‘ — a)”

=0+0=0.

Podle hoiejsi ivahy P(x) — T/%(x) je nulovy polynom a P(z) = T/%(z). O

Jiny zapis aproximacni vlastnosti Taylorova polynomu je pomoci symbolu
malé o:
fla) = T12) +o((x —a)"), = > a,

coZ presné znamend, ze 2bytek Taylorova polynomu RL*(z) = f(z) — T/ (x)
jde pro x — a k nule fadové rychleji, nez mocnina (z — a)™:
R}(x)

n

=0.

!
s (x —a)"
Uvedeme jesté jednu variaci na véty o stfedni hodnoté, presné vyjadieni
zbytku R}?(z) pomoci derivaci.

Véta (obecny tvar zbytku T. polynomu). Necht a,d € R, § >0, f,¢:
U(a,d) — R jsou dvé funkce, n € Ny, na Ula,0) existuji vlastni derivace
fO+Y W a navic na Ula, §) je ¢ # 0. Potom pro kaZdé v € P(a,d) existuje
cislo ¢ lezici mezi a a x, Ze

RE(@) = f(@) — Tio(@) = 2= oy g — o



Z casovych divodt vétu nebudeme dokazovat. Konkrétni volbou funkce ¢
dostaneme nésledujici vzorce pro R (z):

Dusledek (zbytky T. polynomu). Za predpokladi predchozi véty mame,
pro néjaké cislo ¢ mezi x a a,

1. Lagrangeuv tvar zbytku

[ (o = o)
(n+1)!

Rf"(z) =
a

2. Cauchyiv tvar zbytku
fU () (@ = o) (x — a)

Rf(r) = -

Diikaz. Staci polozit ¢(t) = (x — )" a ¢(t) = t. O

Taylorova rfada. Ma-li funkce v daném bodé vSechny derivace, mizeme
Taylortiv polynom prodlouzit do nekonecné rady.

Definice (Taylorova fada). Necht a,0 € R, 6 >0, f: U(a,d) = R, a pro

kafdé n =0,1,2,... ezistuje hodnota n-t¢ derivace f™(a). Radu
Oof(n)a . f”a:z:—a2
T(x):Z%(x—a) :f(a)+f’(a)(x—a)+%+...

n=0
nazyvame Taylorovou Tadou funkce f se stredem v a.

Tato fada vzdy konverguje pro © = a a pak ma soucet f(a). Pro mnoho funkci
se ale da& pomoci posledniho disledku dokazat vice: pro kazdé x z jistého
oboru je lim,_,, R)%(z) = 0, takZe pro takové  ma Taylorova fada soucet
rovny f(z) a funkce je vyjadfena pomoci mocninné fady. Uvedeme seznam
takovych vyjadreni, diikazy konvergence pro nedostatek ¢asu pomineme. Pro
jednoduchost znaceni se omezime na pripad Taylorovych rad se stiredem v
nule, tj. a = 0.
Pro kazdé z € R je

[e.9] n

x
e® = exp(x) = Z 7
n=0



Pron =0,1,2,... je totiz (e”)™ = ¢* a tedy vzdy f(™(0) = 1.
Pro kazdé = € R je

[e.e] o
] (_1)nx2n+l (_1)nx2n
sinx = ——————— a cosT = —_—
; (2n +1)! HZ:; (2n)!
protoze (sin™ z),s9 = (sin,cos, —sinx, — cosz,sinz, cosz,...) (derivace
se opakuji s periodou 4) a podobné pro derivace cosinu.
Uzitecné jsou Taylorovy rady logaritmickych funkei:

0 (_1)n+1xn

log(l1+z) = Z

pro kazdé x € (—1,1]

n=1 n
log(l—z) = — Z T pro kazdé x € [—1,1)
n
n=1
log(l —x)™t = Z % pro kazdé x € [-1,1) .
n=1

Jako tlohu si spoctéte derivace (log(1 + z))™ a ovéite koeficienty v té&chto
Taylorovych fadach. Pro x = 1 prvni fada dava znamy soucet
log2=1—2+2—241
0g 2 = st 1 ts
Pro kazdé z € (—1,1] je
0 (_1)n+1xn

2n —1

arctanx =
n=1

Ovérte koeficienty v této Taylorové fadé jako tlohu. Pro x = 1 dava znamy
soucet

RPN WS S
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Kone¢né pro kazdé z € (—1,1) aa € R je

(1+@a:§iC§x"’“k Cﬁzzaa—n@—zy”m—n+1)

n n n!
n=0

Tento rozvoj objevil anglicky fyzik, filosof a matematik (alchymista, nume-
rolog, feditel mincovny, ...) Isaac Newton (1642-1726) (druhy spolutvirce
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matematické analyzy). Pro a € Ny dostavame klasickou binomickou vétu s
konecnym souc¢tem, protoze pak (2) = 0 pron > a, ale pro a € R\Nj se bino-
micky koeficient nikdy nevynuluje a Taylorova fada je nekonecna. Naptiklad
proa=—-laa= % dostavame rozvoje

(1+a2)'=1-—2+2°—2°+... (geometricka fada)

Vita= 1+§—%2+x——---+ (D)D) (B
(stéle z € (—1,1)).

Skonc¢ime zajimavosti — souvislosti Taylorovych fad s enumerativni kom-
binatorikou. Necht p, je pocet téch permutaci aq,as,...,a, ¢isel 1,2,...,n,
ze a; < ag > ag < ag > ... (fika se jim stridavé ¢i cik-cak ¢ nahoru-doli
permutace). Naptiklad p, = 5 diky permutacim 1324, 1423, 2413, 2314 a
3412. Posloupnost pocti stfidavych permutaci zacina

(Pn)nso = (1,1,1,2,5,16,61,272,...) .

D4 se dokazat, ze pro x v okoli 0 plati rovnost

n

1 > T
tanx +secx = tanx + :an
cosx = nl



