Prednaska 12, 19. prosince 2014

Diikaz. 1. MuZeme ptredpokladat, Ze f neni konstantni (konstantni funkce
mé nulovou derivaci na celém (a,b)) a ze f(c) > f(a) = f(b) pro néjaké
€ (a,b) (ptipad f(c) < f(a) = f(b) je podobny). Podle principu maxima
f nabyva na [a, b] nejvétsi hodnotu, coz nenastava ani v a ani v b, nastava
to tedy ve vnitinim bodé intervalu [a,b]. V tomto bodé mé f derivaci a ta
podle predchoziho Dtsledku musi byt nulova.

2. Funkee h(z) = f(z) — f(a) = (z — a)(f(b) — f(a))/(b — a) splituje
predpoklady Rolleovy véty (h(a) = h(b) = 0) a h'(z) = f'(x) — b) f(a“ :
Nulovy bod h/(z) je tedy hledana hodnota ¢ pro f(z).

3. Diikaz je podobny jako ve 2. O

Uvedeme nékolik disledki vét o stfedni hodnoté. Prvni je popularni na-

stroj pro vypocet limit neurcitych vyrazta g a 2. Dokaze se pomoci Cauchy-
ovy véty o stfedni hodnoté, ale z ¢asovych divodi dikaz na prednésce (ne

vSak v u¢ebnim textu) pomineme.

Véta (I’Hospitalovo pravidlo). Necht a € R*, funkce f, g jsou definované
na prstencovém okoli bodu a, maji na ném vlastni derivaci a g je na ném
nenulovd. Pak

1. kdyz lim, ., f(x) = lim,_,, g(z) = 0 a lim,,, f'(x)/¢'(z) = A € R¥,
tak i lim,_,, f(x)/g(x) = A a

2. kdyz lim, . |g(z)] = 400 a lim,,, f'(z)/d'(x) = A € R*, tak i
lim, ., f(7)/9(x) =

Guillaume Francois Antoine, Marquis de I’Hopital (1661-1704) byl francouz-
sky matematik (1I'Hospital je pivodni ortografie).

Tvrzeni (limita derivace). Nechta,d € R, 0 > 0, funkce f : [a,a+6) = R
je (zprava) spojitda v a, na (a,a + ) md vlastni derivaci a lim, .+ f'(z) =
A€ R*. Pak i f (a) = A. TakZe plati zdména potadi limit
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Diikaz. Nebudeme podrobné dokazovat, dikaz pouziva Lagrangeovu vétu o
stfedni hodnoté. a

Véta (derivace a monotonie). Necht je funkce f : J — R spojitd na
intervalu J C R a v jeho kaZdém vnitinim bodé md derivaci. Kdyz je f' > 0,
resp. f' > 0, na vnitrku J, je f na J neklesajici, resp. rostouci. Podobné kdyz
je f' <0, resp. [/ <0, na vnitrku J, je f na J nerostouct, resp. klesajict.

Diikaz. Predpokladejme, Ze tfeba f’ < 0 na vnittku .J, ostatni pfipady jsou
podobné. Kdyz a,b € J, a < b, existuje podle Lagrangeovy véty o stiedni
hodnoté bod ¢ € (a,b), ze (f(b)—f(a))/(b—a) = f'(c) <0, takze f(b) < f(a).
Proto je f na J klesajici. O

Uvedeme piehled derivaci elementarnich funkci. Odvozeni vzorci nechavame
jako cviceni.

1. Pro kazdé x € R je

2. Pro kazdé = € R je
(sinz)' =cosx a (cosx) = —sinz .
3. Prokazdé x e Ran e Ny je
(") = na™t

Stejny vzorec plati pro kazdé = € R\{0} a n € Z, a pro kazdé = €
(0,400) a n € R. Také (konstanta)’ = 0.

4. Pro kazdé x € (0,400) je
1
logz) = - .
(log )" = —

5. Pro kazdé x € R\{km +7/2 | k € Z} je

1
tanz) = :
(tanz) (cos x)?
6. Pro kazdé z € (—1,1) je
.y 1 , 1
(arcsinz) = ——= a (arccosz) = —

1 —a? V1—a?



7. Pro kazdé z € R je
1
I

t = .
(arctan x) e

Definice (derivace vyssich ¥adu). Nechta,0 € R, 6 >0, a f: U(a,d) —
R je funkce. Polozime f© = f apron € N a x € U(a,d) poloFime
f™(x) = (fOD()), je-li funkce fV) jiz definovand na néjakém okoli
bodu . Funkci (respektive jeji hodnotu) f(x) nazveme n-tou derivact
funkce f v bodé x.

Hodnota  f(™(a) tedy existuje, pravé kdyz vSechny funkce
£, fO @ =1 jsou definované na okoli bodu a a

£ (a) — i £ = £ )

Tr—a Tr— a

Misto f(™ se pro malé n pouZiva znaceni pomoci ¢arek: f) = f/, f& = £
a fG = f" (nebo i pomoci te¢ek). Déle se poziva znaceni f™(a) = gﬁz (a).

Definice (konvexni a konkavni funkce). Necht f: J — R je funkce na
intervalu J C R. Rekneme, Ze f je na J konvexni (resp. konkdvni), kdyz pro
kazdé tri body a < b <c z J je

b—a

c—a

f(b) < fla) + (f(c) = f(a)) (resp. -+ >...).

Bod (b, f(b)) grafu funkce [ tedy lezi na primce spojujici body (a, f(a)) a
(¢, f(€)) grafu nebo pod ni (resp. na ni nebo nad ni). Plati-li ostrd nerovnost,
mluvime o ryzi konvexité resp. ryzi konkavité.

Graf konvexni funkce je vyduty doli, graf konkavni funkce je vyduty nahoru.
Nasledujici tvrzeni se lehce dokéze, ale diikkaz z ¢asovych divodd pomineme.

Tvrzeni (konvexita a prvni derivace). Necht f : J — R je funkce na
intervalu J C R, kterd je na J konvexni nebo konkdvni. Pak pro kazZdy vnitrni
bod a z J ezistuji vlastnt jednostranné derivace f' (a) a f’(a).

Dusledek (konvexita a spojitost). Funkce konvexni nebo konkdvni na
intervalu je na ném spojitd.

Diikaz. Vime, podle Tvrzeni o derivaci a spojtosti, ze vlastni derivace impli-
kuje spojitost. Totéz, se stejnym diikazem, plati i pro jednostranny ptipad.



Protoze funkce je spojita v bodé, pravé kdyz v ném je zleva i zprava spojita,
je f spojita v a. O

Ilustraci pfedchoziho tvrzeni a jeho dusledku je funkce f(x) = |z| v okoli
bodu 0 — funkce tam je ryze konvexni, takze ma vlastni f% a f’ a je spojita.
Ovsem f’ vSude neexistuje, protoze f,(0) =1a f (0) = —1.

Nasledujici vysledky o souvislosti konvexity /konkavity a druhé derivace
funkce uvedeme bez dikazt.

Véta (konvexita a druha derivace). Necht —oco < a < b < +oo, f :
(a,b) = R, f" existuje na (a,b) a f’ je na (a,b) spojitd. Pak

>0 (f">0)na(a,b) = f jena (a,b) konvexni (ryze konvernt)

" <0 (f"<0)na(a,b) = f je na(a,b) konkdvni (ryze konkdvni) .

Definice (inflexni bod). Necht a,6 € R, § > 0, a f : U(a,0) = R.
Rekneme, Ze funkce f md v a inflexni bod, kdyZ existuje vlastni f'(a) a graf f
prechazi v okoli a z jedné strany tecny na druhou, to jest existuje d, 0 < ' <9,
ze

v € (a—0da)= f(z) < f(a) + f(a)(z —a)

z € (a,a+0") = f(x) > f(a) + f'(a)(z — a)
nebo naopak.

Naptiklad f(z) = 2* m4 v a = 0 inflexni bod, protoZe graf této funkce kiizuje
v z = 0 te¢nu y = 0. Zhruba feceno, inflexni bod je ekvivalentni vynulovani
druhé derivace.

Tvrzeni (f' # 0 = neni inflexe). Necht a,0 € R, 6 >0, f: U(a,0) - R

a f"(a) existuje, ale neni 0. Pak f nemd v a inflexni bod.

Tvrzeni (f' =0 = je inflexe). Necht f : (a,b) — R, [’ je na (a,b) spojitd,
€ (a,b), " <0 mna(a,c) a f" >0 na(c,b) ¢ naopak. Potom je c inflexnim

bodem funkce f.



