Prednaska 11, 12. prosince 2014

Zavérem pasaze o spojitych funkcich zminime jejich podtiidu, lipschitzov-
ské funkce, nazvané podle némeckého matematika Rudolfa Lipschitze (1832-
1903). Fukce f : M — R je lipschitzovska, kdyz existuje konstanta ¢ > 0, ze
pro kazdé dva prvky x,y € M plati nerovnost

|f(x) = f(y)| < clz —yl.

Cast 5: derivace funkce

vvvvvv

danou funkci aproximovat, ba i ¢asto presné vyjadrit, pomoci jednoduchych
funkci — linearnich, polynomi ¢i mocninnych fad — a to lokalné i globalné.
Definice (derivace funkce). Necht a € R, 6 > 0 a f : U(a,6) — R.
Derivace funkce f v bodé a je hodnota limity

@)= fl@)

r—a Tr—a h—0

fla+h) - f(a)
h

(kdyz tato limita existuje).

Jednostranné derivace f' (a) a f’ (a) definujeme zfejmym zptisobem pomoci
limity zleva a limity zprava. Hodnota derivaci f'(a), f"(a) a f)(a) mtze byt
i nevlastni a plati ekvivalence

flla)=A <= f(a)=A& fi(a)=A.

Necht f: U(a,0) — R (pronéjaké a € Rad > 0). Je-li f v a spojita, je v
okoli a funkce f dobfe aproximovéana konstantni funkei g(x) = f(a). Tésnéji
lze aproximovat pomoci tecny.

Definice (teéna). Rekneme, e funkce f md v a tecnu, existuje-li takovd
primka p C R? jdouci bodem (a, f(a)), Ze pro kazdé e € (0,7) existuje § > 0,
Ze pro kazdé v € Ula,d) bod (z, f(z)) leZi v rovinném uhlu V C R?, jehoZ
osou je p a ktery md u vrcholu (a, f(a)) dhel . (TakZe V jsou ty body v
rovin€, které leZi na primkdch p; a pa a mezi nimi, pricemzZ pi, resp. pa,
dostaneme pootocenim p kolem bodu (a, f(a)) v kladném, resp. zdporném,
smyslu o tuhel €/2.)

Neni tézké ukazat, ze kdyz tecna existuje, je jednoznacné urcena.

Tvrzeni (teéna, se€na, derivace). Nechta € R, 6 >0, f: U(a,0) >R a
p je primka jdouci bodem (a, f(a)). Ndsledugici tri turzend jsou ekvivalentnd.
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1. Primka p je tecna funkce f v a.

2. (teéna jako limita secny) Oznacime-li pro x € P(a,0) jako p, primku
jdouct body (x, f(x)) a (a, f(a)), pak limitni primka

lim p,
Tr—a

ezistuje a rovnd se p.

3. (tecna jako derivace) Funkce f md derivaci f'(a), primka p je pro
f'(a) € R dand rovnici y = f(a) + f'(a)(x —a) a pro f'(a) = +oo
rovnict ¥ = a.

Tvrzeni nebudeme dokazovat, ani nebudeme rozebirat smysl limitniho pfe-
chodu ve druhé casti.

Uvedeme par piikladi derivaci. Kdyz n € Ny a f(z) = 2" : R — R, pak
() =nz"': R — R. To plyne z binomické véty:

h" — a™ n o
W# -y @ R R S
i=1

Podobné na celém R méame rovnost (")’ = e” — exponencidlni funkce se
derivovanim neméni. Jak vime, pro h — 0 je (e — 1)/h — 1, takze diky
vlastnosti exponencialy i (e¢*" — e¢*)/h = e%(eh — 1)/h — €. Znaménkova
funkce sgn(z) mé derivaci sgn’(a) = 0 pro a # 0 a

sgn’(0) = lim sen(z) = 400 .
z—0 X
Funkce |z| mé derivace |z|' = (—z) = —1 pro z < 0, |z|' = 2’ = 1 pro

x > 0 a derivace v 0 neexistuje, protoze derivace zleva tam je —1 a zprava 1.
Funkce f(x) definovana jako f(z) = 2/ pro x > 0 a f(z) = —(—z)'/3 pro
x < 0, ktera je definovana na celém R a je tam spojita, ma v nule derivaci

C1el1/3
f'(0) = lim J) lim sgn(e) - ol 7 lim 2|72 = +o0 .
z—0 X z—0 sgn(:(:) . |aj| z—0

Tvrzeni (derivace a spojitost). Necht a € R, § >0, f: U(a,d) = R a
existuje vlastni f'(a) € R. Potom je funkce f v bodé a spojita.



Diikaz. 7 definice f’(a) plyne, Ze pro dané € > 0 existuje dyp < 0, ze
0<|z—a|l <d=|f(z) - fla) = (z —a)f'(a)] < |z —ale

tedy
f(z) = fa)] < |z —al(e +[f(a)]) -

Tedy f(x) je spojita v a: pro dané € > 0 vezmeme 0 = min(dy, m), pak

2~ al < 6= | f(z) — fla)] << 0
Dtive uvedené piiklady ukazuji, Ze opac¢né implikace neplati — f(x) mitize
byt v a spojitd a nemit f'(a) — a Ze nevlastni f’(a) spojitost f(z) v a

nezarucuje ale ani nevyluc¢uje. Vlastni f’(a) znamena, ze f ma v okoli a
linearni aproximaci

f@) = fa) + f'(a)(z —a) + A(z) ,

v niz chyba A(x) — 0 fadové rychleji nez identickéd funkce: lim, ,, Al — .

Tvrzeni (aritmetika derivaci). Necht a € R, § > 0, f,g: U(a,0) = R
jsou dvé funkce a existuji derivace f'(a),g'(a) € R*. Potom

1. (f(z)+g(2))(a) = f'(a) + ¢'(a), je-li pravad strana definovand,

2. (Leibnizova formule) (f(z)g(x)) (a) = f'(a)g(a)+ f(a)d'(a), je-li pravd
strana definovand a f(x) nebo g(x) je spojitd v a,

3. je-li g(a) # 0 a g(z) je spojitd v a, pak

(£ )’(a) _ P@)g(a) - fa)g'(@)

g(x) g9(a)? ’

je-li pravd strana definovand.

Diikaz. Dokéazeme jen Leibnizovu formuli. Necht je g(x) spojita v a (pfipad
spojité f(x) je symetricky). Hodnota (f(z)g(z))'(a) podle definice derivace,
predpokladu o g(z) a Tvrzeni o aritmetice limit funkei je

f(x)g(x) — fla)g(a) i (@) = f(@))g() + f(a)(g(2) — g(a))

lim =
= 1 P ot sy 2
= fla)gla) + fla)g'(a) .
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Je-li f'(a) nebo ¢'(a) vlastni, pfedpoklad o spojitosti je splnén automaticky
(podle Tvrzeni o spojitosti a derivaci). Pokud ale f'(a) i ¢’(a) je nevlastni
a ani f(z) ani g(z) neni v a spojitd, lze sestrojit dvé funkce, které v této
situaci Leibnizovu formuli nesplnuji. Ponechavame to jako tlohu.

Tvrzeni (derivace sloZzené funkce). Necht a,b € R, funkce f je defino-
vand na okoli b, funkce g je definovand na okoli a, g(a) = b, g(x) je v a
spojitd a existuji derivace f'(b),g'(a) € R*. Potom

(fog)(a) = (f(g(x)))'(a) = f'(b) - ¢'(a) = f(g(a)) - g'(a) ,
je-li pravd strana definovand.
Diikaz. Nebudeme z ¢asovych divodi dokazovat. a
Na prikladu lze opét ukazat, ze predpoklad o spojitosti g v a je podstatny.

Tvrzeni (derivace inverzni funkce). Necht J C R je interval, f: J — R
je na J spojita a rostouct ¢i klesajici, a € J je vnitrni bod intervalu, existuje
deriace f'(a) € R* a f(a) = b. Pak inverzni funkce f~1: K = f(J) = J
ma v b derivaci a plati pro ni nasledujict.

1. Kdyz f'(a) # 0, pak
11
fila) — f1OfH0)

2. Kdy? f'(a) = 0 a f je rostouci (klesajici), pak (f~1(x))(b) = +oo
(= —0).

(f (@) (b) =

Diikaz. Nebudeme z ¢asovych duvodi podrobné dokazovat, plyne to z pred-
choziho tvrzeni. O

Extrémy. Necht « € M C Ra f: M — R. Funkce f mé v bodé a
lokdlni mazimum, resp. ostré lokdlni mazimum, pokud existuje 6 > 0, ze x €
Ula,0)NM = f(z) < f(a), resp. x € P(a,0) N M = f(x) < f(a). Funkce f
mé v bodé a mazimum, resp. ostré mazimum, pokud x € M = f(z) < f(a),
resp. x € M,x # a = f(z) < f(a). Analogicky definujeme lokdlni minimum,
resp. ostre lokalni minimum, a minimum, resp. ostrée minimum, jen se otoci
nerovnost na f(x) > f(a), resp. na f(x) > f(a). Minimum a maximum se
souhrné oznacuje jako extrém.



Tvrzeni (f' # 0 = neni extrém). Necht f : U(a,d) - R, kde a € R a
d >0, a necht f'(a) # 0. Pak funkce f nemd v bodé a lokdlni extrém.

Diikaz. Ukéazeme, ze pro kazdé § > 0 existuji body b,c € U(a,0d), ze f(b
f(a) < f(e), coz vylucuje lokalni extrém. Necht f'(a) < 0, ptipad f'(a) >
podobny. Protoze lim, .- (f(x)—f(a))/(x—a) = f'(a) <0, je f(x)—f(a)
na levém prstencovém okoli bodu a a podobné lim, .+ (f(x)— f(a))/(z—a)
f'(a) < 0 implikuje, ze f(z) — f(a) < 0 na pravém prstencovém okoli bodu
a. Odtud mame spoustu pozadovanych bodi b a c. a

Dusledek (body podezielé z extrému). Nechta € M CRa f: M — R.
Pak f md v a lokdlni extrém = f'(a) neni definovand nebo neexistuje nebo
je 0.
Jako ptiklad uvazme tii funkce f; : [—1,1] — R, fi(z) = |z|, fo(x) =z a
f3(x) = x2. Body podezielé z extrému jsou pro f; body —1,0,1, protoze v
+1 derivace f] neni definovand, v 0 neexistuje a jinde v [—1,1] je 1 nebo —1.
Pro f; jsou podezielé body —1, 1, kde f} neni definovana, jinde je f}(x) = 1.
Pro f3 jsou podezielé body —1,0,1: v £1 opét f; neni definovand, jinde je
fi(z) = 2z, takZe jediny nulovy bod f}(z) je x = 0. Lokalni extrémy funkci
fi tedy mohou nastat jen v uvedenych bodech. Funkce f; a fs majiv —1al
neostré maximum a v 0 ostré minimum. Funkce f; ma v —1 ostré minimum
a v 1 ostré maximum.

Zavérem prednasky uvedeme tii véty o stiedni hodnoté, z nichz prvni dvé
dokazeme na pristi prednasce.
Véta (véty o stiedni hodnoté). Necht a,b e R, a<ba f,g: [a,b] > R
jsou spojité funkce (na |a, b)), které maji na (a,b) derivaci.

1. (Rolleova véta) Kdyz f(a) = f(b), pak existuje c € (a,b), Ze

)
0
>

I o3 A

file)=0.
2. (Lagrangeova véta) Ezistuje ¢ € (a,b), Ze
b) —
o - LI

3. (Cauchyova véta) KdyZ je na (a,b) derivace g' vlastni a nenulovd, pak
existuje ¢ € (a,b), Ze




Geometricky Lagrangeova véta o stfedni hodnoté tika, ze pro kazdou funkci
f spojitou na intervalu [a, b], jez ma v kazdém vnitinim bodé intervalu te¢nu,
je néktera z tecen rovnobézna se sec¢nou jdouci krajnimi body grafu funkce, to
jest body (a, f(a)) a (b, f(b)). Kdo byli Rolle a Lagrange? Michel Rolle (1652
1719) byl francouzsky matematik (nejvic zndmy uvedenou vétou). Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813) byl italsko-francouzsky matematik pusobici v
Italii (hlavné Turin€), Prusku (Berlin€) a Francii (Parizi) (po Newtonovi
nové shrnul mechaniku, jeho pojeti bylo zdkladem matematické fyziky v 19.
stoleti).



