Prednaska 10, 5. prosince 2014

Tvrzeni (limita funkce a usporadani). Funce f, g, h budte definované na
néjakem prstencovém okoli prvku a € R*.

1. Kdyz lim,_,, f(z) > lim,_,, g(x), pak ezistuje § > 0, Ze pro kaZdé x €
P(a,0) je f(x) > g(z).

2. KdyZ existuje 6 > 0, Ze pro kaZdé x € P(a,d) je f(x) > g(x), pak
lim, ,, f(z) > lim,_,, g(x), kdyZ obé limity existuji.

3. (dva strdznici) Kdyz lim, ,, f(x) = lim, ,,h(x) = A €
tuje 6 > 0, Ze pro kazdé x € P(a,0) je f(x) < g(xz) < h(x), pak i
lim, ,, g(z) = A.

Diikaz. Pomineme, velmi podobny diitkazu analogickych tvrzeni pro limity
posloupnosti. O

Nasledujici tvrzeni pracuje se skladanim funkci, coz je operace, ktera pro
posloupnosti nema obdobu.

Tvrzeni (limita sloZené funkce). Necht a, A, B € R*, funkce f je defino-
vand alespon na prstencovém okoli proku A, lim, 4 f(z) = B, funkce g je
definovand na prstencovém okoli prvku a, lim,_,, g(z) = A. KdyZ je splnéna
jedna z podminek, Ze

1. A,B € R, f je v A definovand a f(A) = B (takZe je f v A spojitd)

nebo
2. existuje 6 > 0, Ze g(x) # A pro kazdé x € P(a,0), pak

lim f(g(z)) = B .

Tr—ra

Diikaz. Bud dano ¢ > 0. Podle pfedpokladii (zatim bez podminek 1 a 2)
existuje 6 > 0, ze f(P(A,0)) C U(B,¢e). Pro toto 6 > 0 existuje § > 0,
ze g(P(a,0)) C U(A,)). Plati-li prvni podminka, je dokonce f(U(A,d)) C
U(B,¢). Tedy f(g(P(a,0))) C f(U(A,d)) C U(B,e) alim,—, f(g(z)) = B.
Plati-li druhd podminka, po piipadném zmenseni 6 je g(P(a,0)) C P(A,J).
Tedy f(g9(P(a,0))) C f(P(A,d)) C U(B,¢) a zase lim,_,, f(g(z)) =B. O

Uloha. Co se stane, kdyZ ani jedna z obou podminek véty neni splnéna?
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Definice (spojitost na intervalu). Necht f : T — R, kde I C R je interval
(¢ili neprazdnd podmnozina R, kterd s kaZdgmi dvéma proky obsahugje i kazZdy
treti leici mezi nimi). Rekneme, Ze f je nma I spojitd, kdyZ je f spojitd v
kazdém bodu a € 1.

Véta (Darbouxova o mezihodnoté). Necht a,b,y € R, a < b,
f:la,b] = R

je na [a,b] spojitd a f(a) <y < f(b). Pak ezistuje « € [a,b], Ze f(a) =y.
Diikaz. Necht

a = sup(M) = sup({z € [a,0] | f(z) <y}).

Jist€ a € M a b je horni mezi M, takze definice a je korektni. Ze spojitosti
f v a ab plyne, ze pro néjaké 6 > 0 je f(z) < y na [a,a+9) a f(z) > y na
(b — 0,b]. Takze o # a,b a « je vnitini bod intervalu [a, b].

Necht f(a) # y. Ze spojitosti f v « plyne, Ze pro néjaké malé 6 > 0,
(a — §, + 0) C [a,b], na celém intervalu (o — §, + 9) je bud f(z) <
y nebo f(z) > y. Coz je spor s definici o jakoZto suprema — v prvnim
pfipadé (o — 0, + 0) C M ¢ili M obsahuje ¢isla vétsi nez o a ve druhém
je (« = d,« + d) N M = () ¢ili neni splnéna aproximad¢ni vlastnost suprema.
Tedy f(a) =y. O

Totéz samoziejmé plati, kdyz prepokladame, ze f(a) >y > f(b). Véta nese
jméno francouzského matematika Gastona Darbouze (1842-1917).

Dusledek (obraz intervalu spojitou funkci). Kdyz je I C R interval a
f: I — R jenal spojitd, pak je obraz f(I) C R téZ interval.

Diikaz. Z véty plyne, ze kdyz u,v € f(I), u < v au < w < v, potom
w € f(I). Takze f(I) je interval. O

Véta (princip maxima). Necht a,b € R, a <b a

f:la,b] = R
je na [a,b] spojitd. Pak existuje o € [a,b], Ze pro kazdé x € [a,b] je f(z) <
f(a) — funkce f na |a,b] nabyvd v bodé o svou nejuétsi hodnotu.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze mnozina f([a,b]) je shora omezena. Kdyby ne-
byla, méli bychom posloupnost (z,) C [a,b], Ze lim f(z,) = +o0o0. Podle



B.-W. véty ma (z,) konvergentni podposloupnost. Pro jednoduchost znaceni
ji oznacime také (x,). Tedy limz, = a € [a,b] (podle Tvrzeni o limité a
uspotradani). Protoze je ale f v « spojitd, podle Heineho definice limity je
+o00 = lim f(z,) = f(limz,) = f(o) € R — spor. Takze je f([a,b]) shora

omezena a muzeme definovat

¢ = sup(f([a,0])) € R .

Z vlastnosti suprema plyne, Ze existuje posloupnost (x,) C [a,b] (oznacime
ji stejné), ze pro kazdé n je

c—1/n < f(z,) <c.

Tato posloupnost mé opét podle B.-W. véty konvergentni podposloupnost,
kterou opét pro jednoduchost znaceni oznacime stejné, limzx, = o € [a, b].
Ze spojitosti f v a a Heineho definice limity je zas

c¢=lim f(z,) = f(limz,) = f(«a) .

Ted nemame spor, ale ukazali jsme, ze funkéni hodnota f(«) je ¢, jez je
nejvetsi ze vSech (c je horni mezi mnoziny f([a, b])). O

Podobné se ukéze, ze kdyz je f na [a, b] spojitd, nabyva tam svou nejmensi
hodnotu. Intervaly typu |a, b] se nazyvaji kompaktni. Pro jiné intervaly prin-
cip maxima neplati, napt. f(z) =1/x: (0,1] — R je na intervalu (0, 1] spo-
jita, ale nenabyva na ném nejvétsi hodnotu. Snadno se na piikladu ukéze,
Ze spojitost je podstatna, funkce f : [0,1] — R dand jako f(z) = x pro
0 <z <1a f(1) =0, kterd na intervalu [0, 1] neni spojita, na [0, 1] nena-
byva nejvétsi hodnotu, i kdyz to je kompaktni interval.

Je-li f: M — R prosta funkce, je definovana jeji inverzni funkce f=1 :
f(M) - M, f(z) =y & f!(y) = z. Pfipometime si, ze f : M — R je
rostouct, resp. klesajici (na mnoziné M), kdyz =,y € M,z <y = f(z) <
f(y), resp. x,y € M,x < y = f(z) > f(y). Pfi neostrych nerovnostech
dostavame neklesajici, resp. nerostouct funkci.

Tvrzeni (spojitost inverzni funkce). Necht J C R je interval, f : J — R
je rostouct (resp. klesajici) funkce, jez je na J spojitd. Pak je inverzni funkce

flK=f(J) =R

na intervalu K spojitd a rostouct (resp. klesajici).
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Dikaz. 7 ¢asovych divodd pomineme. O

Operace zachovavajici spojitost funkce tedy jsou: aritmetické operace
+, —, X, /, skladani funkci a invertovani funkci. Pfesnéji: kdyz jsou funkce
f, g definované na okoli bodu a € R a jsou v a spojité, pak jsou v okoli bodu
a definované a v a spojité i funkce f(z) £ g(x), f(z)g(x) a, pokud g(a) # 0,
i f(x)/g(x). To plyne z Tvrzeni o aritmetice limit funkci. Déle, je-li g de-
finovana na okoli bodu a € R, f na okoli bodu g¢(a), g je spojitd v a a f
v g(a), pak je slozend funkce f(g(z)) definovand na okoli bodu a € R a v
a spojita. To plyne z Tvrzeni o limité slozené funkce. O spojitosti inverzni
funkce hovori predchozi tvrzeni.

Tvrzeni (t¥idy spojitych funkci). Nasledujici funkce jsou spojité v kaz-
dém bodé svého definicniho oboru: polynomy, raciondlni funkce (podily poly-
nomu), e*, sinx, cosz, logx.

Diikaz. Polynomy a racionalni funkce se dostanou z konstantni funkce f(x) =
¢ € R aidentické funkce f(x) = z, jez jsou zjevné spojité na R, aritmetickymi
operacemi. Exponenciéla je spojita v bodé a € R, protoze

le® — e = e*|e*™* — 1] < 2e%|x —a|, kdyz |z —a] <1/2,

jak plyne z rozvoje €*~ do fady. Funkce logz : (0,4+00) — R je na (0, +00)
spojita podle Tvrzeni o spojitost inverzni funkce. Spojitost funkci sinz a
cos x plyne podobné z rozvoje do rady. a

Aplikaci aritmetickych operaci, skladani a invertovani vyrobime z téchto
funkci spoustu dalsich spojitych funkci. Tieba

VI =22 = 1/Deg1-2)

je spojita na svém defini¢nim oboru [—1, 1] atd.



