Bodované domaci tkoly — 12. série
Tato série nema zadny ¢asovy limit. Své odpovédi zduvodnéte, nestaci jenom napsat spravny vysledek.

1. Spocitejte pocet koster néasledujicich étyt grafu (1 bod za kazdy graf).
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2. Urcete chromaticky polynom nésledujicich t¥{ grafi (1 bod za kazdy graf).

3.

(a) V restauraci u kulatého stolu sedi n > 2 hostii. Restaurace nabizi celkem & druha jidel. Kazdy
host si chce objednat jedno z téchto k jidel tak, aby zadni dva hosté sedici vedle sebe neméli
stejny druh jidla. UkaZte, Ze existuje pfesné (k — 1)" 4+ (—1)"(k — 1) zpusobt, jak si mohou
objednat.

(b) Dokazte, ze pro kazdé n,k > 0 je ¢islo (kK —1)" + (—1)"(k — 1) nasobek k.

4.
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(a) Dokazte, Ze vSechny stromy na n vrcholech maji stejny chromaticky polynom. Ktery je to
polynom?
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(b) Dokazte, Ze zadny graf na n vrcholech, ktery neni strom, tento chromaticky polynom nema.
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V nasledujicich mocninnych fadach najdéte hodnotu koeficientu u pfislusné mocniny x. Upravte
vysledek tak, aby neobsahoval binomické koeficienty s necelo¢iselnymi ¢leny (1 bod za kazdy koefi-
cient).

(a) koeficient 220 v (v — 2?)y/1 —x

(b) koeficient 240 v (2;14 x;)?
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(e) koeficient 226 v ﬁ
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Napiste vytvorujici funkci pro nésledujici posloupnosti (1 bod za kazdou posloupnost).
(a) 1,-1,1,-2,1,—4,1,-8,...,1, -2 1,...
(b) 3,2,1,3,2,1,3,2,1,...,3,2,1,...
(c) 0,1,2,-3,4,5,—-6,7,8,-9,...
)
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7. Necht a,, je posloupnost Cisel takova, ze ag = 0, a1 = 1 a kazdy dalsi ¢len je aritmetickym primérem
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predchozich dvou ¢lenu. Najdéte limitu této posloupnosti.

Najdéte vytvorujici funkce pro posloupnosti definované nasledujicimi rekurencemi (1 bod za kazdou
vytvofujici funkei), najdéte explicitni vzorec pro n-ty ¢len kazdé posloupnosti (1 bod za kazdou
posloupnost).

(a) ap =1 apron >1 plati a, = 3a,-1 + 1.
(b) ap =0 a pro n > 1 plati a, = 2a,—1 + n.

Necht a,, oznac¢uje pocet zpusobu, jak sestavit obnos n korun, kdyZz mame k dispozici korunové,
dvoukorunové a desetikorunové mince. Predpoklddejme, ze nezélezi na poradi, v jakém mince pouzi-
jeme, ale jenom na tom, kolik minci dané hodnoty jsme pouzili. Najdéte vytvorujici funkci pro
posloupnost a, (1 bod). Reste analogickou tilohu v situaci, kdy méme k dispozici nejvys sedm ko-
runovych minci a nejvys osm dvoukorunovych mici (1 bod). Reste analogickou tlohu v situaci, kdy
mame neomezeny pocet minci a chceme pouzit aspon pét dvoukorunovych minci (1 bod).

. Necht G je graf na n vrcholech, necht G oznac¢uje doplnék grafu G, necht x(G) oznacuje barevnost G.

(a) Dokazte (naptiklad indukci), Ze pro kazdy graf G' na n vrcholech plati x(G) + x(G) <n +1
(b) Ukazte, Ze pro kazdé n a pro kazdé k < n existuje graf G spliujici x(G) =k a x(G) =n—k+1.

. U nésledujicich viroku rozhodnéte, jestli jsou pravdivé.

(a) Existuje n takové, Ze kdyz obarvime hrany aplného grafu K, ¢ernou a bilou barvou tak, zZe
pocet hran obarvenych bile je vétsi nebo roven poctu hran obarvenych cerné, tak vysledny graf
bude obsahovat tplny podgraf na deseti vrcholech, jehoz vsechny hrany jsou obarveny bile.

(b) Existuje n takové, ze kdyz obarvime hrany libovolného grafu G na n vrcholech dvéma bar-
vami, tak G bude obsahovat indukovany podgraf na deseti vrcholech, jehoz vsechny hrany jsou
obarveny stejnou barvou.

. Najdéte stupen hranové a vrcholové souvislosti tiplného bipartitniho grafu K, .

. Ukazte, ze pro kazdé k existuje vrcholové k-souvisly graf, ktery ma hamiltonovskou cestu, ale ne

hamiltonovskou kruznici (2 body). Pokud dokonce najdete k-souvisly graf, ktery mé hamiltonovskou
cestu spojujici libovolnou dvojici nesousednich vrcholu, a presto nemé hamiltonovskou kruznici,
dostanete dva body navic.



