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Čas: 2 hodiny.

Neńı povoleno použ́ıvat kalkulačky a jinou elektroniku ani přinesené ṕısemné ma-
teriály. Tvrzeńı z přednášky m̊užete použ́ıvat bez d̊ukazu, pokud neńı uvedeno jinak,
nicméně je nutno uvést, které tvrzeńı použ́ıváte. Všechna ostatńı tvrzeńı dokažte.

1. (10 bod̊u) Necht’ M ⊆ R je množina a necht’ s je reálné č́ıslo. Rozhodněte a
zd̊uvodněte, zda některý z následuj́ıćıch dvou výrok̊u implikuje ten druhý. O
každé ze dvou možných implikaćı dokažte, že plat́ı, nebo uved’te protipř́ıklad.

(i) Č́ıslo s je supremum množiny M .

(ii) Pro každé y ∈ M plat́ı, že pokud y < s, tak polootevřený interval (y, s]
obsahuje aspoň jeden prvek M .

2. (10 bod̊u) Dokažte, že každá posloupnost č́ısel má monotónńı podposloupnost.

3. (5 bod̊u) Napǐste definici pojmu limes superior posloupnosti č́ısel.

4. (15 bod̊u) Necht’ c je reálná konstanta a necht’ (an) je posloupnost splňuj́ıćı
a0 = c a pro n ≥ 1 plat́ı an = an−1 + (an−1 − 3)2. V závislosti na hodnotě
konstanty c rozhodněte, zda má tato posloupnost limitu a př́ıpadně čemu se
ta limita rovná.

5. (10 bod̊u) Necht’ c > 0 je nějaká kladná konstanta. Necht’ f : R→ R je funkce,
která pro každé dva r̊uzné body a, b ∈ R splňuje

|f(a)− f(b)|
|a− b|

≤ c.

Dokažte, že f je na R spojitá.

6. (10 bod̊u) Necht’ f a g jsou dvě neklesaj́ıćı konvexńı funkce na R. Dokažte, že
jejich složeńı h(x) = f(g(x)) je také neklesaj́ıćı konvexńı funkce. (Neumı́te-li
dokázat tvrzeńı v plné obecnosti, dokažte ho aspoň za předpokladu, že f i g
maj́ı v každém bodě vlastńı prvńı i druhou derivaci. Za to dostanete 8 bod̊u.)

7. (5 bod̊u) Necht’ c je libovolné reálné č́ıslo. Najděte primitivńı funkci k funkci
f(x) = xc ln(x). (Dejte pozor, abyste našli řešeńı pro opravdu všechna c ∈ R.)

8. (10 bod̊u) Zformulujte a dokažte “prvńı základńı větu analýzy” o souvislosti
mezi Riemannovým integrálem a primitivńı funkćı.

9. (5 bod̊u) Uved’te př́ıklad funkce f : [0, 1] → R, která je na intervalu [0, 1]
newtonovsky integrovatelná, ale neńı na tomto intervalu riemannovsky inte-
grovatelná. Zd̊uvodněte, proč má vaše funkce tyto vlastnosti.


