3 Posloupnosti - pokracovani

Véta 3.1 (O limité a usporadani). Necht posloupnosti (a,), (b,) C R maji
limity lim,, .o a, = A € R* a lim,,_,, b, = B € R*.

(i) Pokud A < B, tak existuje ng takové, Ze pro kazdé n > ng plati a, < b,.
(ii) Pokud pro kazdé n plati a,, < by, pak A < B.

Vsimnéte si, Ze v bodu (ii) nelze neostré nerovnosti nahradit ostrymi, pro-
toze napr. posloupnosti (a,) = (0,0,0,...) a (b,) = (1, %, %, ce %, ...) splni

a, < b, pro kazdé n, ale pritom maji obé stejnou limitu 0.

Diikaz. Dikaz provedme jen pro vlastni limity, pro ty nevlastni je argument
jesté jednodussi.

(i) Pro libovolné € spliujici 0 < ¢ < (B — A)/2 existuje ng takové, ze pro
n>ngplati a, < A+e < (A+ B)/2 < B —¢ < by, takze a, < b,.

(ii) Kdyby bylo A > B, pro velké n by podle (i) platilo a, > b,, coz je ve
sporu s predpokladem. (Zde vidime, Ze predpoklad v bodu (ii) je zbytecné
silny, stacilo by predpokladat, ze nerovnost a,, < b, plati pro nekonecné
mnoho hodnot n.) O

Tvrzeni 3.2. Necht (a,) a (b,) jsou posloupnosti takové, Ze pro kazdé n € N
plati a, < b,. Potom plati ndsledujici vztahy:

(i) Pokud md (a,) limitu +o00, pak ezistuje i limita b, a je rovna +oo.
(ii) Pokud md (by,) limitu —oo, pak existuje i limita a,, a je rovna —oo.

Diikaz. Dokazme jen prvni tvrzeni, to druhé je analogické. Protoze lim,, o, a,, =
400, plati, ze pro kazdé K € R existuje ng takové, ze pron > ng mame a, > K.
Potom ale z nerovnosti a,, < b, plyne, ze pro totéz ng plati, Ze pro vSechna
n > ng mame b, > K, a tedy lim,,_,., b, = +00. O

Véta 3.3 (O dvou policajtech). Méjme posloupnosti (ay,), (bn) a (¢,) spliugict
a, < b, < ¢, pro kazdé n. Predpoklidejme, Ze (ay) i (c,) maji obé stejnou
limitu A. Pak (b,) md také limitu, a ta je rovna A.

Diikaz. Vsimnéte si, ze pro A € {—o0,+o0} plyne véta uz z Tvrzeni 3.2.
Vsimnéte si také, ze kdybychom védéli, Ze (b,) ma limitu, mohli bychom z
Véty 3.1 ihned odvodit, ze tato limita se rovna A.

Méjme nyni A € R. Protoze (a,) a (¢,) maji limitu A, tak pro kazdé ¢ > 0
existuje ng takové, Ze pro n > ng plati a, € U(A,¢) i ¢, € U(A,¢). Protoze
a, < b, < ¢, plati pak pro tato n i b, € U(A,¢) a tedy lim,_,. b, = A. O



Definice 3.4 (Hromadny bod.). Necht (a,,) je posloupnost realnych ¢isel. Roz-
Sitené realné ¢islo a € R* je jejim hromadnym bodem, pokud je limitou néjaké
podposloupnosti (a,).

Véta 3.5. Necht (a,) je posloupnost a necht H C R* je mnoZina jejich hro-
madnych bodu. Potom plati ndsledujici:

1. H je neprdzdnd.

2. H je jednoprvkovd, prave kdyz (a,) md (vlastni ¢i nevlastni) limitu, a v
tom pripadé plati H = {lim,, 0 ap }-

3. H mad nejvétsi © nejmensi prvek v R*.

Dikaz. Ze H je neprazdna, plyne z toho, ze kazda posloupnost ma mono-
tonni podposloupnost, a ze kazda monotéonni posloupnost ma limitu, coz jsme
dokazali na predchozi prednasce.

Pokud m4 (a,) limitu L € R*, tak zjevné kazda podposloupnost (a,) ma
limitu L, a tedy H = {L}. Predpokladejme nyni, ze naopak H = {L}, a
dokazme, ze L je limita (a,). Pro jednoduchost uvazme pouze ptipad, kdy L
je realné. Pro spor predpoklddejme, Ze L neni limita (a,). To tedy znamena,
ze exituje € > 0 takové, ze pro kazdé ng existuje n > ng takové, ze a, ¢
U(L,¢). Jinymi slovy, (a,) méa podposloupnost (b,), jejiz zadny prvek nepatii
do U(L,¢). Tato podposloupnost mé dle prvni ¢asti véty néjaky hromadny bod
p € R*, ktery je tedy zaroven hromadnym bodem (a,), ale ptitom 3 # L, coz
je spor s H = {L}.

Dokazme nyni, Ze H ma nejvétsi prvek (pro nejmensi prvek je argument
analogicky). Necht S € R* je supremum H. UkézZeme, Ze (a,,) ma podposloup-
nost s limitou S, diky ¢emuz plati, ze S patii do H, a tedy zZe S je nejvétsi
prvek H. Opét se omezme na pripad, kdy S je redlné, pro S = +oo je argument
podobny. Nasim cilem nyni bude zkonstruovat podposloupnost by, by, b3, ... po-
sloupnosti (a,) spliujici S — % < b, < S+ % Z véty o dvou policajtech pak
vyplyne, Ze (b,) ma limitu S.

Abychom definovali prvek by, predpokladejme, ze uz jsme urcili by, . . ., by_1,
a postupujme nasledovné: jelikoz je S supremum H, obsahuje H prvek a vétsi
nez S — % (jinak by S — % byla horni mez H mensi nez S, coz je spor s definici
suprema). Necht (¢,) je podposloupnost (a,) s limitou «. Dle definice limity
pro € = % plati, ze existuje ny takové, ze pro n > ng plati ¢, € U(q,€). Nyni
definujeme by, jako prvek (c,) nalezici do U(a,€) a zaroven takovy, ze by se
v posloupnosti (a,) vyskytuje az po vsech prvcich by, ..., bg_1. Takové by lze
jisté najit, protoze (c,) obsahuje nekone¢né mnoho prvkia z U(q,e). Mame
tedy hledany prvek b, € U(a,e) € (S — 2,5+ 1). O

Definice 3.6 (Limes superior a limes inferior.). Pojmem limes superior po-
sloupnosti (a,,) oznacujeme jeji nejvétsi hromadny bod. Znadi se lim sup,,_, . @y.
Nejmensi hromadny bod se pak nazyva limes inferior a znaci liminf, ., a,.



Rady realnych &isel

V matematice obcas vyvstane situace, kdy je potreba secist nekonecné mnoho
¢isel. P1i praci s nekoneénymi soucty ovsem musime byt opatrni: uvazme na-
priklad nekonecény soucet

I+(-)+1+(-1)+14---.
Pokusime-li se ho dvéma zptlisoby ‘zjednodusit’ uzavorkovanim, dostaneme pro-
titecici vysledky:
1+-1)+Q+(-1)+1+(-1)+---=04+0+0+---=0
1+ (D) + D)+ (- +1)+--=140+0+---=1

Abychom predesli takovymto komplikacim, musime nekonecné soucty zavést
formalné.

Definice 3.7 (Rada a jeji soucet). Nekonecnd rada (redingch cisel) je vyraz

oo

Zan:a1+a2+a3+~~ s

n=1
kde (a,)n>1 je posloupnost redlnych ¢isel. Budeme se snazit pridrzovat tohoto
znaceni, ale pochopitelné se pouziva mnoho variant zapisi nekonecénych tad,
pro scitaci index se naptiklad miize pouzit jiné pismeno, scita se od jiné hod-
noty nez od 1, apod.; zapisy pro nekonecné rady jsou tedy tireba také

Sby=botbi+, > ai=amtampto, > g=cgFtcgt .

n=0 i=m k>8

Cidstecny soucet tady, presnéji jeji n-ty ¢astecny soucet s, je soucet jejich
prvnich n ¢lend. Pro fadu .02, a, je tedy s, = a1 +as + --- + a, a pro
fadu > psgck je s, = cg +¢g + -+ + Cuqr. Soucet fady 3207 a, je definovan
jako limita posloupnosti (s,). Pokud je tato limita vlastni, fikdme, ze fada
(an) je konvergentni, pokud lim s,, neexistuje nebo je nevlastni, je dané rada
divergentni.

Priklad 3.8. Rada Saso(=1)" =1—-1+1—1+--- je divergentni, protoze
(sn) = (1,0,1,0,1,...).

Priklad 3.9. Dulezitym prikladem tady je geometrickd rada

"=1+q+@+¢+-- -,

n=0

kde ¢ € R je parametr zvany kvocient. Pro soucet geometrické rady plati, ze

1
. L —1<g<1
Yo" =1 Foo og>1

n=0 neexistuje ... ¢ < —1.

3



Priklad 3.10. Dalsim castym prikladem jsou rady tvaru

S IR R
ps 28 38 4s ’

kde s € R. Pro jejich konvergenci plati, ze

i 1 | konverguje pro s > 1
ns | diverguje pro s < 1.

n=1
Pro s = 1 se tato fada nazyva harmonickd rada. Je to dilezity priklad rady,
kterd diverguje, ackoli jeji prvky konverguji k nule.
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