
Cvičeńı: Lineárńı algebra I – 20. prosince 2013

12.1. Poznámka. V testu se objev́ı:

1. Poč́ıtáńı matice přechodu od báze k bázi.

2. Poč́ıtáńı jádra lineárńıho zobrazeńı a dimenze jádra a obrazu lineárńıho zobrazeńı.

3. Rozhodnout jestli je zobrazeńı skalárńı součin resp. norma., určit jestli jsou zadané dva
vektory kolmé pomoćı skalárńıho součinu.

Duálńı prostory

12.2. Poznámka. Definice duálńıho prostoru a ukázka jak vypadá pro konečně dimenzionálńı
vektorový prostor.

1. V = prostor všech posloupnost́ı (ai)i ∈ RN takových, že limi ai ∈ R resp.
∑
i ai ∈ R. Pak

lineárńı zobrazeńı (ai)i 7→ limi ai resp. (ai)i 7→
∑
i ai jsou prvky V ∗.

2. Pro x ∈ [0, 1]. Nechť δx : C([0, 1])→ R je taková, že δx : f 7→ f(x). Pak δx ∈ C([0, 1])∗.

3. T : f 7→
∫ 1

0
fdx je také prvkem C([0, 1])∗.

4. tr ∈Mn(T )∗

5. (ai,j)i,j=1,...,n 7→
∑n
i,j=1 ai,j je prvkem Mn(T )∗.

Kde

C([0, 1]) = {f : [0, 1]→ R | f spojité}
Mn(T ) = {M | M je matice n× n nad tělesem T}

Skalárńı součin a norma

12.3. Poznámka. Definice skalárńıho součinu a normy pro R a C.

12.4. Př́ıklad. Rozhodněte zda zobrazeńı 〈·, ·〉 : V × V → R je skalárńı součin

1. 〈u, v〉 = 2u1v1 + 4u2v2 + 2u3v3

2. 〈u, v〉 = x1y1x2y2

3. 〈u, v〉 = x1y1 + 3x2y2

4. 〈u, v〉 = x1y2 − x2y1

5. 〈u, v〉 = 4x1y1 + 4x2y2 − x1x2 − x2y1

6. 〈u, v〉 = x1y1 − x1y2 − x2y1 + 3x2y2

12.5. Př́ıklad. Nakreslete množinu vektor̊u {x ∈ R2 | ‖x‖ = 1}, kde

1. ‖x‖ = ‖x‖1 = |x1|+ |x2|

2. ‖x‖ = ‖x‖2 =
√
x21 + x22

3. ‖x‖ = ‖x‖∞ = maxi=1,2 |xi|
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12.6. Poznámka. Pro V = C([−π, π]) a skalárńı součin 〈f, g〉 =
∫ π
−π f(t)g(t)dt. Je množina

funkćı {1, sinnx, cosnx} pro n = 1, 2 . . . ortogonálńı systém.

Domáćı úkoly

12.7. Úkol. Pro komplexńı normu 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1 ~y1 + x2 ~y2 určete k ∈ C takové, že
vektory (k, 1 + i) a (3− i, 2) jsou kolmé. (2 body)

12.8. Úkol. Ukažte, že pro konečně dimenzionálńı vektorový prostor V je V izomorfńı V ∗ (dělali
jsme na cvičeńı, úkolem je pečlivě to sepsat). (3 body)

12.9. Úkol. Pro vektorový prostor V takový, že dimV = n dokažte, že dimV ∗ = n, kde V ∗ je
duálńı prostor k V .

(Pozn.: V kontextu předchoźıch úkol̊u je tento velmi lehký, napǐste proto všechna zd̊uvodněńı
co nejpečlivěji.) (2 body)

12.10. Úkol. Ukažte, že 〈A,B〉 = tr(ATB) definované pro A,B ∈Mn(R), je skalárńı součin.
(4 body)

12.11. Úkol. Ukažte, že ‖x‖3 = 3
√
|x1|3 + |x2|3 je norma. (3 body)
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