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Abstrakt: Tato prace se zabyva preurcenymi soustavami intervalovych linearnich
rovnic. Prvni ¢ast se sklada z tvodu do intervalové aritmetiky a intervalové linear-
ni algebry a zakladni teorie intervalovych linearnich systému. Ve druhé ¢asti jsou
popséany riizné metody FeSeni preurcenych intervalovych linedrnich systémt. Re-
Senim preurceného intervalového systému chapeme sjednoceni vSech feseni vsech
podsystémi. Jsou zde diskutovany znamé i nase varianty algoritmii. Predstavime
nasi vlastni metodu podcétvercti. VSechny zminéné metody jsou implementovany
do jednoho toolboxu pro Matlab. Metody jsou otestovany na fesitelnych a nefe-
sitelnych preurcenych systémech. Pro fesitelné systémy testujeme obalku feseni,
¢as a specialni vlastnosti metod. Pro nefeSitelné systémy testujeme detekci nefe-
sitelnosti. Na konci této prace poskytneme zakladni iivod do systému Intlab.

Klicova slova: preurcené systémy, intervalové linearni rovnice, intervalova analyza

Title: Overdetermined systems of interval linear equations
Author: Jaroslav Horacek

Department: Department of Applied Mathematics
Supervisor: Mgr. Milan Hladik Ph.D., KAM

Abstract: This work is focused on overdetermined systems of interval linear
equations. First part consists of introduction to interval arithmetics and interval
linear algebra and basic theory of interval linear systems. In the second part vari-
ous methods for solving overdetermined interval linear systems are described. By
solution of overdetermined interval system we mean union of all solutions of all
subsystems. Known and our variants of algorithms are discussed. We introduce
our subsquare method. All mentioned methods are implemented in one toolbox
for Matlab. Methods are tested on solvable and unsolvable overdetermined sys-
tems. For solvable systems we test solution enclosure, time and special features
of methods. For unsolvable systems we test detection of unsolvability. At the end
of this work we provide basic introduction to Intlab.

Keywords: overdetermined systems, interval linear equations, interval analysis



Obsah

1 Uvod
1.1 Idea, historie a aplikace . . . . . . . . . ... ... ... .. ....
1.2 Cil a struktura této prace . . . . .. ...

2 Intervalova aritmetika

2.1 Definice intervalu . . . . . . .. .. ... ... L
2.2 Mnozinové operace arelace . . . . . .. ... ...
2.3 Aritmetické operace . . . . . .. ...
24 Funkce . . . . ...
2.5 Uskali intervalové aritmetiky . . . . . . ... ... ... ... ...

3 Intervalova linearni algebra

3.1 Pouzité znacdeni . . . . . . . ...
3.2 Znaceni intervalovych matic . . . . ... ... o000
3.3 Regularita intervalovych matic . . . . . . . ... .. .. ... ...
3.4 Inverzni intervalové matice . . . . . . . . . . . ... ...

4 Intervalové linearni systémy
4.1 Zakladni teorie . . . . . ... ...
4.2 PreurCené systémy . . . . . . . .. ..

5 (Gaussova eliminace

5.1 Druhy Gaussovy eliminace . . . . . . .. ... .. ... ......
5.2 Predpodminéni . . . . ... ... ... Lo
5.3 Hanseniiv piistup pro preurcené systémy . . . . . . . ... .. ..

6 Rohnova metoda

6.1 Zakladni tvrzeni. . . . . . . . . . e
6.2 Nalezeni vhodnéhod . . . . . .. .. .. ... ... ... .....
6.3 Nalezeni Raxg . . . . . . . . . . e
6.4 VylepSeniobalky . . .. .. .. ... ...
7 Linearni programovani
7.1 Véta Oettli-Prager . . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
7.2 Prohledavani ortantda . . . . . . . .. ... ... L.
7.3 Uloha pro linedrni programovani . . . . . . . .. .. .. ... ...
7.4 Generovani signatur ortanta . . . . . . . ... ... ... ...

8 Iterac¢ni metody

8.1 Jacobihometoda . . . . .. .. ... ... ... ... ... ... .
8.2 Gauss-Seidlova metoda . . . . . .. .. ...
8.3 Predpodminéni . . . . . ... ... ...
8.4 Urceni poc¢atecniho odhadu obalky . . . .. ... ... ... ...

ot w

© 0o o O

10
10
12
12

14
14
16

17
17
19
20

24
24
25
27
27

29
29
30
30
32



9 Prevedeni na ¢tvercovy pripad
9.1 Metoda nejmensich ¢tverca . . . . . . ... ...
9.2 Predpodminéni . . . . . .. . ... o
9.3 Prevedeni na nad¢tverec . . . . . . ... ...
9.4 Vyuziti podétverct . . . . . .. ... o
10 Porovnani metod
10.1 Testovaci soustava . . . . . . . . .. . ...
10.2 Metodika testovani . . . . . . . . ... ... ...
10.3 Jednotlivé skupiny algoritmt . . . . . . . . . .. ..o
10.3.1 Rohnova metoda . . . . . ... ... ... ... ......
10.3.2 Gaussova eliminace . . . . . . . . . ... ... ...
10.3.3 Iteracnimetody . . . . . . . . . . . ... ... ...
10.3.4 Pfevedeni na ¢tvercovy pripad . . . . . .. . ... ... ..
10.3.5 Linearni programovani . . . . . . . .. .. .. .. ... ..
10.4 Celkové porovndni . . . . . . . . .. ...
10.4.1 Rychlost algoritmta . . . . . . ... .. ... ... ...
10.4.2 Pfesnost algoritmt . . . . . . .. ... ... L.
10.5 Nefesitelnost systému . . . . . . . .. .. ..o L
10.6 Idealni algoritmus . . . . . . . . . .. ..o
11 Intlab
111 Uvod . . o oo
11.2 Popis Intlabu . . . . . . . .. ..o
11.3 Soucasti Intlabu . . . . . . . ... oo
11.4 Zapojeni Intlabu . . . . . . . . .. ...
11.5 Intval . . . . 0 o o
11.5.1 Definice intervalu . . . . . . . ... ... ... ... ...,
11.5.2 Zakladni intervalové funkce . . . . .. . ... .. .. ...
11.5.3 Zakladni funkce a operace . . . . . .. . . ... ... ...
11.5.4 Mnozinové operace . . . . . . . . . ...
11.5.5 Maticové funkce . . . . . . . .. ...
11.5.6 Systémy rovnic . . . . . . . .. ...
11.5.7 Kresleni . . . . . . . . . . ...
11.6 Aplikace intlabu . . . . . . . . . .. ... L
11.7 Jiné knihovny . . . . . . ... Lo
11.7.1 Boost Interval Arithmetic Library . . . . . . ... .. ...
11.7.2 Mathematica . . . . . ... ... .. ... .. .......
11.7.3 XSCjazyky . . . . . . . .
11.7.4 FILIBa FILIB++ . . . . . . ... .. ... ... ..
11.7.5 Versoft . . . . . . . .. o
11.7.6 Ostatni . . . . . . . . ...
11.8 Lime 1.0 . . . . . . . . .
12 Zaveér

38
38
38
39
40

42
42
42
43
43
44
48
49
52
52
52
o4
54
96

58
o8
o8
58
99
99
99
61
61
61
62
62
62
63
63
63
64
64
64
64
64
65

66



1. Uvod

1.1 Idea, historie a aplikace

Slovo interval se v bézné mluvé vyuziva zhruba tfemi zptisoby. Mohli bychom
rozliSovat interval prazdny, plny a existen¢ni. Prazdnym intervalem mutizeme cha-
pat napiiklad mezeru ¢i vzdalenost mezi dvéma prvky (hudebni interval, interval
mezi dvéma vlaky metra). Plny interval mtzeme chapat jako soubor (nechceme
fikat pfimo mnozinu), pro jehoz vSechny prvky je splnéna uréita vlastnost (funk-
ce je spojitd na intervalu, potapé¢ vydrzel 8 minut pod vodou). Nés vSak bude
zajimat intervalovy pristup existenc¢ni, tedy Ze se cosi nachazi v néjakém souboru,
ktery jsme schopni ohranicit (FeSeni lezi v daném intervalu).

Samotna myslenka tohoto intervalového pristupu k problémim by se dala
sledovat hluboko do nasi historie. Napfiklad Archimédés (287-212 pi. n. 1.) od-
hadl ¢islo 7 pomoci intervalu. Dokazal totiz pomoci mnohothelnikd opsanych a
vepsanych kruznici, ze

10

1
3ﬁ<7’(<3?.

Asi o 700 let pozdéji dokazal &insky matematik Cu Cchung-¢’, Ze

3.1415926 < 7 < 3.1415927.

Tento odhad se stal nejpresnéjsim odhadem na budouci témér jedno tisicileti.

Hlavni idea intervalového pocitani je, ze nepocitame pfimo s konkrétnimi ¢is-
ly, ale s intervaly, ve kterych dana cisla urcité lezi. Vezméme si naptiklad ira-
cionalni &slo /2. Toto je &slo s nekoneénym desetinnym rozvojem. Vzdy kdyz
pocitame s timto c¢islem na papitre, nedokazeme a mnohdy ani nechceme ho v neko-
necném rozvoji reprezentovat. Vétsinou koncéime s konecnou presnosti na urcitém
desetinném Fadu. Na stfednich Skolach se spokojime s tim, ze v/2 &~ 1.41, pro di-
lezité fyzikalni vypocty nam tato presnost stacit nebude. Na to lze nahlizet také
tak, ze jsme dané ¢islo na papife vlastné jen omezili néjakym malym intervalem.
Napriklad mtzeme fici, ze

V2 =1.41421356. .. € [1.41421355,1.41421357]

Trochu jina je situace ve strojové reprezentaci. PTi poc¢itani na papife vime, ze
&slo v/2 méa nekoneény rozvoj a tusime, ze vysledna hodnota bude tudiz presna
tak, jak pfesné zvolime reprezentaci v/2. Ve strojové reprezentaci kolikrat ne-
vime, jak pfesné vnitini reprezentace v/2 odpovida skute¢nosti. Pfedchozi &islo
neni vyjimkou, vétsinu ¢isel se nam nepodaii reprezentovat presné. Diky omeze-
nému poctu bitl pro reprezentaci dochazi ke zkresleni ulozenych hodnot. Pokud
méame k dispozici reprezentaci pomoci 64 bitll a reprezentujeme v binarni sou-
stavé, dokdZeme reprezentovat maximalné 2% riiznych ¢isel, coz je zanedbatelny
pocet vzhledem k poctu realnych cisel, kterych je nespocetné mnoho. Takova ¢isla
nemusi byt nutné iracionalni, napiiklad ¢islo 0.1 mé nekoneény binarni rozvoj.
V praxi to vypada tak, ze nereprezentovatelné ¢islo se prevadi urcitym zaokrouh-
lenim na ¢islo nejblizsi reprezentovatelné. Takto vsak vznika urcita chyba, ktera



se pii vétsim mnozstvi opakovani nastiada do znatelnych rozméri a jeji disledky
mohou byt katastrofalni. Na strance

www.math.psu.edu/dna/disasters

jsou podrobné uvedeny tii ptiklady selhani pouziti strojové reprezentace cisel.
Jednéa se o havarii rakety Ariane, selhani systému protiraketové obrany a ziiceni
ropné plosiny.

P1i pouziti intervalové reprezentace zde urcitou chybu mame také, ale narozdil
od pfedchoziho vysledku, o kterém nejsme schopni Tici, jak dobry nebo Spatny
je, mame vzdy jistotu, ze se cilova hodnota nachazi uvnitt vysledného intervalu.

Velky rozvoj intervalové matematiky nastal v dobé rozvoje pocitaci a jejich
vypocetni sily v 50. a 60. letech 20. stoleti. Definice intervalovych operaci a jejich
uziti se tehdy objevuji nezavisle v rtuznych ¢lancich ¢i pracich. Ale motivace za-
vedeni intervalového pocitani se mnohdy lisi. Zde jsou pro ukazku nékteré prvni
prace, kde se vyuziti intervalové aritmetiky objevilo:

e Rosaline Cecily Young se ve své knize Mathematische annalen z roku 1931
zabyvé limitami funkci, pro které plati liminf, ., f(z) a limsup,_,, f(z)
jsou razné.

e Mieczyslaw Warmus v knize Calculus of Approximations z roku 1956 buduje
teoreticky aparat pro numerické pocitani.

e Ramon E. Moore ve své disertacni praci z roku 1962 shrnuje zakladni inter-
valové operace, numerické feseni obycejnych diferencidlnich rovnic a nume-
rickou integraci. Ukazuje, ze intervalové pocitani dava rigordzni meze, ve
kterych se objevi presné vysledky.

Za pocatek éry intervalového pocitani je vSsak mnohymi autoritami povazovan
rok 1966, kdy R. E. Moore vydal svou knihu Interval Analysis.

Intervalova analyza se rozvijela jen velmi pozvolna. Divodem bylo to, ze vypo-
¢ty s intervaly byly oproti redlnym ¢islim pomalejsi a hlavné ziskané intervaly, ve
kterych se feseni nachazela, byly casto velmi rozsahlé — az skoro nicnetikajici. To
se postupem casu zmeénilo diky usilovné védecké c¢innosti v tomto oboru. Také
se intervalové vypocty C¢asem piestaly zatracovat kvili své rychlosti, nebot jak
pise Hansen v [2], otdzka srovnani vypocetni rychlosti neni ptili§ na misté, nebot
realné i intervalové pocitani fesi kazdé rtiznou tlohu. Reédlné pocitani nam da-
va néjaké feseni blize neurcené presnosti. Kdezto intervalové pocitani nam dava
rigorézni meze naseho feseni.

Intervalové pocitani se dnes pouziva ve velké gkale oborti. Castou oblasti apli-
kace je pocitacova grafika a vypocetni geometrie. Pomoci ného se fesi napii-
klad priniky piimek a ploch. Metoda raytracing' se d4 nahradit intervalovou
verzi. Misto nékolikanasobného bodového paprsku se pouzije jeden intervalovy
paprsek, ¢imz se znacné urychli vypocet. Dalsi oblasti vyuziti jsou diikazy za po-
moci pocitace. V roce 1998 pomoci intervalové analyzy Thomas Hales vytvoril
dikaz Keplerovy domneéenky, ktery se zda byti definitivnim. Keplerova domnénka
je problém, ktery v roce 1611 zformuloval Johannes Kepler. Tvrdil, Ze nejhustéjsi

L Grafickd metoda pro vykreslovani scén s pouzitim sledovani drahy letu paprsku svétla skrz
pixely.



usporadani kouli v Eukleidovském prostoru je tim zptisobem, jakym bézné trhovci
na sebe skladaji pomerance. DalSimi vyTesenymi problémy jsou napiiklad Dom-
nénka dvou bublin ¢i existence Lorenzova atraktoru. Intervalovy pristup se pouziva
také pri zpresnovani fyzikalnich konstant. Doslo tak napriklad ke zpfesnéni New-
tonovy gravitacni konstanty. Pouziti je vsak daleko Sirsi. Dalsimi oblastmi, kde
se intervalové pocitani pouziva jsou ekonomie, expertni systémy, robotika, teorie
fizeni ¢i mechanika. Pro dalsi ptiklady a doplnujici informace je mozno nahléd-
nout do [5], [6]. Od roku 2002 se udéluje Moorova cena za aplikace intervalového
pocitani. Roku 2004 ziskal cenu pravé profesor Thomas C. Hales za dikaz vyse
zminéné Keplerovy domnénky.

1.2 Cil a struktura této prace

Intervalovy pristup lze uplatnit i v linearni algebte pii feSeni soustav linearnich
rovnic (linedrnich systémti). Tato prace se konkrétné zabyva preurcenymi interva-
lovymi linedrnimi systémy. Preurcené intervalové linearni systémy jsou pomérné
uzavienou skupinou problémui. Je pomérné obtizné o nich néco dokazat, protoze
postradaji hezké vlastnosti ¢tvercovych systémi (jako jsou M-matice, H-mati-
ce, diagonalné dominantni matice ¢i matice pozitivné definitni). Proto lezi lehce
mimo stied zdjmu. V praxi je vSak jejich feSeni nutnosti, nebot se muze stat, ze
pri popisu problému dostaneme preurceny linedrni nebo nelinedrni systém. V na-
sledujicich kapitolach poskytneme tivod do intervalového pocitani. Jednak do in-
tervalové aritmetiky samotné, poté i do intervalové linearni algebry a linearnich
systému. Nasledovat budou kapitoly vénované metodam feseni intervalovych pre-
urcenych linearnich systémi. Pii pouziti terminu feseni pfeurcenych systémi se
casto vybavi metoda nejmensich ¢tvercti. My zde budeme chapat mnozinu fe-
Seni jako sjednoceni vSech feSeni jednotlivych systémt v intervalovém systému.
Skupiny podobnych metod jsou vzdy popsany ve stejné kapitole. Kazda kapitola
obsahuje nejen popisy metod, ale i vysledky védeckych ¢lankt tykajici se danych
metod, nase komentate a vlastni vysledky, pripadné poznamky k implementaci.
Soucasti prace je implementace jednotlivych metod. Metody budou umistény po-
hromadé do jednoho volné dostupného toolboxu pro Matlab. Na zavér porovname
jednotlivé metody feSeni z hlediska rychlosti, pfesnosti a specifickych vlastnosti
pro rizné typy systému. Navrhneme pripady, kdy se jednotlivé metody hodi a po-
kusime se sestavit idealni metodu. Casto se hodi poznat, Ze predloZeny systém
je nefesitelny. Zkusime proto téz prozkoumat, pomoci kterych metod lze odhalit,
ze systém nema Teseni. Vsechny algoritmy v nasi knihovné jsou implementovany
pomoci toolboxu Intlab. Intlab je toolbox pro Matlab, ktery umoziuje provadét
intervalové vypocty a vytvaret algoritmy pouzivajicich intervalovou aritmetiku.
Pokud je ndm znéamo, v ¢eském jazyce neexistuje zadny tvod pro pouziti Intlabu.
V posledni kapitole proto poskytneme jednoduchy avod do systému Intlab, uka-
zeme aplikace Intlabu a provedeme jeho srovnani s podobnymi knihovnami nebo
softwarem.



2. Intervalova aritmetika

2.1 Definice intervalu

V této kapitole definujeme zakladni problematiku, kterou v této praci budeme

prilis zminovat nebudeme, ale budeme ji automaticky pouzivat. Nejprve zavedeme
pojem realného intervalu a jeho mezi.
Definice (Realny interval). Méjme x,T € R, pro které plati x < T, pak mno-
Zinu

r=[z,7]={yeR; z<y<7}
nazveme redlnym intervalem. Cislo x nazjvdme dolni mez a &islo T horni mez.
Podobné mtzeme definovat i komplexni intervaly. V této praci se vSak omezime
pouze na intervaly realné. Pokud plati, ze z = 7, fikdme, Ze interval je degenero-
vany. Pokud plati, ze x = —x, tfikame, zZe interval je symetricky.
Definice. Symbolem IR oznacujeme mnoZinu realnych intervali. Podobné mno-
Zinu vSech komplexnich intervalid oznacujeme IC.
Pted dalsim postupem jesté zavedeme nékolik dilezitych pojmu pojicich se s in-
tervaly. Pro pfehlednost je zobrazime v tabulce.

Definice (Intervalové pojmy). Méjme redlny interval x.

Pojem Znacent | Vyjddreni
Sirka x w(x) T—x
stred x m(x) s(z+7)
polomeér x | rad(x) %
mignitude | mig(x) | min(|z|, |Z])
magnitude x | mag(x) | max(|z|, |7|)

Magnitudé se nékdy tika i absolutni hodnota. Naopak absolutni hodnotou inter-
valu se nékdy téz rozumi mnozina |z| = {|y|; y € x}. Jelikoz intervaly jsou
mnoziny, lze s nimi provadét mnozinové operace.

2.2 Mnozinové operace a relace

Definice (Mnozinové operace). Necht x = [z,7],y = [y, 7] jsou redin€ inter-
valy. Primik @,y je prazdny pokud plati budyj < z, nebo T < y. Piseme

xNy=0.

V opacnem pripadé
x Ny = {max(z,y), min(z7,7)}.

Misto sjednoceni pouzivame obalku (U ) definovanou

xUy = {min(z,y), max(z,7}.



Obéalku pouzivame proto, ze sjednoceni & U y v obecném piipadé nemusi byt
interval, ale nékolik intervalti. Plati

rUy CzUy.
Pro intervaly mizeme také definovat relace rovnosti a usporadani.

Definice (Binarni relace). Necht x = [z,7],y = [y,7] jsou redlné intervaly.
Plati x =y, jestlize

=y a zdroven T =7.

Plati ¢ < vy, jestlize
T<y.

Obdobné pro relaci <.

2.3 Aritmetické operace

Intervalové aritmetické operace jsou definovany pomérné intuitivné, tak, aby vy-
sledné intervaly zahrnovaly hodnoty pro vSechny mozné volby prvki z intervalo-
vych operandi.

Definice. Méjme dva redlné intervaly x = [z,7] ay = [y,y]. Aritmetické operace
+, %, —, / jsou definovdny ndsledovné

rt+y=[z+yT+7Y,

r—y=[z-yT-y,

x xy = [min(S), max(5)], kde S = {wxy, 27, Ty, Ty},
w/y=xx(1/y), kdel/y=I[1/y,1/y],0¢y.

U nasobeni neni nutné pocitat vsechny 4 souciny. Pokud testujeme znaménka
z,T,y,y dostavame 9 pripadi, které mohou nastat. U 8 z nich stac¢i spocitat jen
2 souciny. Coz sice nemusi bj’t vihodou u softwarového zpracovani, diky tomu, ze
zde mame vétsi mnozstvi if-else podminek. Hodi se vsak pokud je tento postup
zabudovan hardwarové. Pti déleni predpokladame, Ze interval y neobsahuje 0.
Existuje i takzvana rozsirend intervalova aritmetika, kterd povoluje i nékteré ne-
standardni operace jako déleni timto intervalem. Vice je mozné dozvédét se v [2].

Nutno podotknout, Ze pro operace, tak jak jsme se definovali, mnozina IR
neni téleso. Presto pro ni nékteré vlastnosti télesa plati. Existuje zde nulovy
prvek 0 = [0,0] a jednotkovy prvek 1 = [1,1]. Tyto prvky se nerovnaji a pro
vsSechny intervaly x plati

O+x==x
lxx=2x
Oxx=0

Nésobeni i s¢itani je komutativni i asociativni.

rty=yt+x =+
TY = yx z(yz

~J



Dalsi vlastnosti jiz nemusi platit. Pfedné selhava existence inverzniho a opacného
prvku k intervalu X.

Pozorovani. Pro nedegenerovany redlny interval @ = [z,T] neezistuje opacny
proek.

Dikaz. Podivejme se, jak by musel vypadat opacny prvek k redlnému intervalu a.
Nazvéme ho y.

0=0,0=z+y=I[z2,7]+[yy =[z+y,T+7

Pak ale musi platit z +y =0 a T +7y = 0. Z ¢ehoz dostavame

g:_la Yy=—

Tedy interval y vypada

y=[-z -7
Coz nespliiuje nasi definici redlného intervalu, nebot jelikoz v ptivodnim intervalu
plati x < 7, plati —z > —=Z. Definice je splnéna jediné pro x = 7, tedy pro
degenerovany interval. O]

Existuji vsak definice intervalové aritmetiky, které povoluji mit intervaly se zcela
libovolnou horni i dolni mezi. My je vSak v této praci nebudeme brat v tvahu.
Zaroven s neexistenci opac¢ného prvku neplati distributivita pro nasobeni. Te-
dy v obecném piipadé
z(y+2) #zy+ xz.

Napiiklad pro = [1,2],y = [1,1], z = [—1, —1] leva strana vychazi [0, 0] a prava
[—1,1]. Nicméné vzdy plati

x(y+z) Cxy+ x=.

2.4 Funkce

Do ted jsme pouzivali intervaly v aritmetickych operacich, mnozinovych operacich
i v binarnich relacich usporadani a rovnosti. Podivejme se, jak vypada aplikace
funkci na intervaly.

Definice. Méjme redlny interval & a zobrazeni f : R — R. Pak

f®) ={f(y); y € =}.

Do nékterych funkci lze pfimo dosadit, naptiklad do monoténnich funkci. Pro
x = [z,7] a funkci exp miZeme piimo dosadit dolni a horni mez

exp(z) = [exp(z), exp(T)]

pro libovolny interval & € IR. Funkce exp je rostouci funkce. Kdyby funkce byla
klesajici, musime krajni meze prohodit. Obecné spocitani mezi neni vzdy takto
jednoduché. Pro vétsi detaily je mozné nahlédnout do [2], [6].
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2.5 Uskali intervalové aritmetiky

Pocitani s intervaly predstavuje nékolik tuskali. Jednim z nich je takzvané zd-
vislost. Jestlize se na nékterych mistech matematického vyrazu objevi intervaly,
znamena to, ze tento vyraz reprezentuje vlastné mnozinu vyrazi. A to takovych,
které vzniknou postupnym vybérem vSech hodnot ze vsech intervalti. Jelikoz hod-
noty z intervali volime nezavisle na sobé, miize se nam stat, ze pii nevhodném
matematickém zapisu dostaneme mnozinu vyrazi vétsi nez by nutné musela byt.
Tim padem c¢iselnd hodnota vyrazu muze byt taktéz nadhodnocena. Nemusime
hledat slozité pitklady. Staci vzit interval & = [—2,1] a funkci fi(z) = 2. Mate-
maticky ekvivalentni zapis této funkce je fo(x) = z * x. Pak ale dostdvame

f(®) =fi([-2,1]) = [-2,1]* = [0,4],
fo(®) =fo([=2,1]) = [=2,1] % [-2,1] = [-2,4].

Vidime, ze fi(x) C fo(x). Tento ptipad nastal diky tomu, Ze hodnoty z jed-
notlivych intervali vybirame nezavisle. Nasim cilem by tedy mélo byt, aby se ve
vysledném vyrazu nachazelo, co nejméné proménnych, za které budeme dosazovat

intervaly. Napriiklad funkci
x

fla) = —

bude vhodnéjsi (pokud to hodnoty dosazované za = dovoli, nebot obé funkce maji
jiny defini¢ni obor) pfepsat na

1

f(l’):H—l-

Toto jsou diivody, proc¢ nelze libovolny neintervalovy algoritmus prepsat na inter-
valou verzi prostym nahrazenim floating point operaci intervalovymi operacemi.
P1i pfechodu k intervalovym algoritmtim je proto zapotiebi opatrnosti. V dal-
si kapitole se budeme vénovat intervalovym vektorim a maticim a poskytneme
uvod do intervalové linearni algebry.



3. Intervalova linearni algebra

3.1 Pouzité znaceni

Nejprve bude vhodné zminit se o pouzitém znaceni v této praci. Pismenem R
znacime téleso redlnych ¢isel. V nasi praci se budeme zabyvat pfevazné realnymi
¢isly a objekty vybudovanymi nad redlnymi ¢isly. Netuénymi pismeny A, B, C
znacime matice o rozmérech m x n nad télesem R. Prvky matice A na pozici
(i,j) znacime a; ; a fikdme jim koeficienty. Pro dvé matice A, B stejnych rozméri
definujeme relace <, < nasledovné

A < B (resp. A < B), jestlize plati a; ; < b; ; (resp. a;; < b; ;) pro vSechna 1, j.

Pismeno E € R™*" znadi jedni¢kovou matici (matici sloZzenou ze samych jed-
nicek). Pismenem e € R™ znacime vektor slozeny ze samych jedni¢ek. Symbo-
lem [, znac¢ime jednotkovou matici fadu n a e; znacime jeji j-ty sloupec.

Absolutni hodnotu matice A = (a; ;) definujeme opét po jednotlivych koefici-
entech |A| = (|a; ;).

Vektor b budeme chapat jako matici tvaru m x 1. Pro relace <, < a absolutni
hodnotu |.| plati tudiz stejnd definice jako u matic. Pro kazdy vektor x € R"
definujeme jeho znaménkovy vektor sgn(x) jako

(sena); = 1, jestlize x; > 0,
BUL)i =\ —1, jestlize z; < 0.

Pro dany vektor z € R™ znacime

0 Ty ... 0
D, = diag(zq,...,x,) = . )
0O 0 ... =z,

Casto se pouziva mnozina {£1}" (znadi se také Y,), coz je mnoZina vSech
vektort délky n, které se sklddaji pouze z prvki 1 nebo —1. Tato mnozina se da
jednoduse generovat pomoci libovolného pocatecniho (—1/1) vektoru p # e. Z négj
jsme schopni vygenerovat celou mnozinu Y,, pfimo v 2" krocich, tak, ze v kazdém
kroku dostaneme novy vektor zménou vzdy jen jednoho koeficientu predeslého
vektoru. Algoritmem, kterym lze Y,, generovat, se budeme vice zabyvat v kapitole
o linedrnim programovani.

Dilezitym pojmem, ktery pouzijeme, je spektralni polomér matice. Pro matici
A ho definujeme

o(A) = max{|\|; A je vlastni ¢islo A}.

3.2 Znaceni intervalovych matic

Dosavadni znaceni se tykalo matic klasickych. Nyni pifejdeme k maticim inter-
valovym. Intervalové matice mizeme vyjadrit dvéma zptisoby. Prvni zpiisob je
pomoci horni a dolni meze.
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Definice. Necht matice A, A jsou dvé matice z R™ ", takové e A < A. Pak
mnozine - -

A=[AA={A4; A< A< A}
rikdme intervalovd matice. Maticim A, A Fikdme horni a dolni mez.

Vyse zminénd nerovnost plati pro kazdy koeficient matice A. Intervalovou ma-
tici A je také mozné chapat jako mnozinu vsech matic, jejichz koeficienty tvoti
vsechny mozné prvky z intervalovych koeficientti matice A. Nutno podotknout, ze
jednotlivé prvky vybirdme z intervalii nezavisle. Je zfejmé, Ze pokud A = A do-
stavame klasickou neintervalovou matici. Nékdy se intervalové matice zna¢i A!
a podobné intervalové vektory b'. My zde budeme intervalové matice a vektory
znacit tuéné — A a b.

Druhym zptsobem, jak lze intervalovou matici vyjadrit, je pomoci stredové
matice A° a matice poloméru A®. Pak intervalovou matici definujeme

A={A; |[A— A% < AR},

Ze znalosti horni a dolni meze intervalové matice se da stfedova matice a matice
poloméru snadno odvodit

A = §(A+ A)7
A% = LA 4)

Podobné miizeme ze znalosti poloméru a stfedové matice odvodit horni a dolni
mez

A — AN
A° + AR,

SN
Il

Obé formy zapisu budeme pouzivat. Pro nékteré popisy problému a dikazy je
vhodnéjsi prvni forma zapisu, pro nékteré se vice hodi forma druha.

Mé&jme intervalovou matici A = [A° — A®, A° + A%] o rozmérech m x n, pak
definujeme matici

A,. = A°— D,A%D,
pro vSechny y € {£1}™ a z € {£+1}". Pfi podrobnéjsim zkoumadni z definice plyne

Eij, jestliie Yizj = —1,

a;;, Jestlize y;z; =1,

(Ays)ij = (A% — YAl 2y = {

prokazdé (i =1,...,m,j =1,...,n). Tedy pro kazdé vySe definované y, z matice
A,. € A. Podle definice plati A,, = A_, _,. Jak pozdéji uvidime, mnoho problé-
mi 1ze diky této matici kone¢né popsat (A,, je predpisem pro 2™+~ matic).
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3.3 Regularita intervalovych matic

V této podkapitole se budeme vénovat regularité intervalovych matic. Nejprve
definujeme, co znamena regularni a singularni intervalova matice.

Definice. Ctvercovd intervalovd matice A se nazijvd requldrni, jestlize pro kazdou
redlnou matici A € A plati, Ze je requldrni.

Definice. Ctvercovd intervalovd matice A se nazyvd singuldrni, jestliZe existuje
redlnd matice A € A, kterd je singuldrni.

Existuje mnoho postacujicich a nutnych podminek pro regularitu nebo singularitu
intervalovych matic. Podminky regularity i singularity lze vztdhnout k rtznym
oblastem linearni algebry. K vlastnim ¢isltim, feseni rovnic, determinanttim, apod.
Profesor Jifi Rohn sepsal seznam 40 nutnych a postacujicich podminek regularity
v [12]. Nasledujici je také z tohoto seznamu.

Nutna a postacujici podminka regularity. Intervalovd matice
A =[A°— AR A° + AP
je requldrni pravé tehdy, kdyzZ nerovnice
|[A%| < A%z
md pouze trividalni resent.

Je vidét, ze toto tvrzeni se pro praktické vypocty prilis nehodi. Nastésti existuji
dvé privétivejsi podminky regularity a singularity dohledatelné napiiklad v [8].

Postacujici podminka regularity. Intervalovd matice A = [A°— A% A+ AR
je regquldrni, jestlize je A¢ requldarni a zdroven plati

o(|(A9)7|A%) < 1.

Postacujici podminka singularity. Intervalovd matice A = [A°— A2 A°+ AP
je singuldrni, jestlize je A° reguldrni a zdroven plati

max(|(4%) A%);; > 1

J

Druh& podminka je evidentné ovéritelnd v polynomidlnim case. Prvni podmin-
ka je ekvivalentni s (I — |(A°)7'|A%)~! > 0. Tato podminka je také ovéfitelna
v polynomialnim c¢ase. Dostavame tedy podminku pro regularitu a singularitu,
které jsou v praxi pouzitelnéjsi. V algoritmech testujicich regularitu intervalovych
matic se nejprve testuji podobné podminky.

3.4 Inverzni intervalové matice

Dalsim klasickym problémem je vypocet inverzni matice. Definice inverzni inter-
valové matice je pomérné intuitivni.
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Definice. Pro reguldrni ctvercovou intervalovou matici A definujeme intervalo-
vou inverzni matici predpisem A~' = [B, B, kde

B, =min(A™");;; A € A,

1)

Eij = Imax (A_l)”, A € A.

Ziskani presné inverzni intervalové matice neni jednoduchéa zalezitost. Divodem
tomu je, Ze v klasickém neintervalovém piipadé se zmeéna jednoho koeficientu
¢tvercové matice v inverzni matici projevi nelinearné a jesté k tomu ve vice ko-
eficientech. Tedy dvé velmi blizké matice z néjaké intervalové matice mohou mit
inverzni matice zna¢né odlisné. Lze predpokladat (ale i dokazat), ze vypocet in-
verzni matice je NP-tézky problém. Vypocitat se da pomoci nasledujici formule.

Predpis (inverzni intervalova matice). Necht A je requldrni intervalova ma-
tice. Pak jeji inverzni matici A~' = [B, B] vypocteme

B.. = min (Ay_zl)ijy

Y,2€Yn
B,;; = max (A1),
) y,zEYn( Yz )Z]

Pokud se spokojime s trochu nadhodnocenou inverzni matici, miizeme ji spocitat
v polynomialnim c¢ase s pomoci intervalové Gauss-Jordanovy eliminace ¢i feSeni
intervalovych linearnich rovnic. Nebo vypocetné méné narocné s pouzitim pou-
ze dvakrat operace inverze. Toto bylo dokazano Rohnem, Hansenem a Bliekem.
Jejich predpis dava prekvapivé dobré vysledky. Odkaz na néj je mozné dohledat
v [9].

Predpis(Hansen-Rohn-Bliek). Necht A = [A¢ — A%, A¢ + A®| spliuje
o(I(A9)7HA%) < L.
Potom dostavame

A~ C [min{B, D, B}, max{B, D, B},

kde
= (I —[(A) 1A%,
- (Mlla"ann)Ta
= (QDM_I>_1>

= —M|(A) 7Y + D ((A) " 4 |(A)7Y)),
= M|(A°) 7|+ D,((A) 7 = (A 7H).

Sl & = =

UziteCna je nasledujici definice a s ni se pojici postacujici i nutnd podminka. Obé
jsou dohledatelné v [9].

Definice. Reguldarni matici A nazyvdme inverz-nezdapornou, pokud pro kaZdou
A€ A plati A= > 0.

Postacujici a nutnd podminka. Ctvercovd intervalovd matice A = [A, A] je
inverz-nezdpornd prdvé tehdy, kdyz A~ >0 a At > 0.

To mé nékolik vyhod. Napiiklad pokud je A = [A, A] inverz-nezaporna, dosta-

vame piimo fl’l = [A’l,ﬂfl]. Také z této podminky pfimo vyplyva, ze pokud
(At >0a (A~ >0, tak A je regularni.
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4. Intervalové linearni systémy

4.1 Zakladni teorie

Definice. Necht A € TR™*" je intervalova matice a b € IR™ je intervalovy
vektor. Predpisu Ax = b tikame intervalovy linedrni systém a rozumime jim
mnozinu

{Az=b; 2 € R", A€ A,b€ b}

Misto pojmu intervalovy linearni systém budeme téz nékdy pouzivat pojem in-
tervalova linearni soustava.

Definice (Mnozina FeSeni). Necht Ax = b je intervalovy linedrni systém. Pak
mnozinuy

S ={x; Az =0 pro néjaké A € Ab € b}
nazyvame mmnozinou reseni intervalového linedrniho systému Ax = b.

Mnozinou feseni intervalového linedrniho systému budeme tedy chapat sjednoceni
vSech Teseni vSech realnych systému obsazenych v intervalovém systému. Mno-
zina Teseni nemusi byt konvexni, ale tvori konvexni mnozinu v kazdém ortantu.
Prikladem miize byt napiiklad systém

(o B ) == B )

jehoz mnozina Teseni je graficky znazornéna na obrazku 4.1.

25F

201

151

101

—10F

150

—20k

L L L L L =
-10 0 10 20 30 40

Obrazek 4.1: Mnozina feSeni intervalového systému

Obrazek 4.1 ukazuje také to, Ze mnozina S muze nabyvat slozitych tvard, kte-
1é nelze jednoduse popsat. Casto je proto cilem nalézt n-rozmérny kvadr (angl.
box), ve kterém dand mnozZina feSeni lezi (na obrazku je zobrazen pferusovanou
¢arou). Tento kvadr lze popsat intervalovym vektorem. Jinymi slovy feceno, hle-
dame intervalovy vektor, ktery by co nejtésnéji ohranicil mnozinu feseni S. Tako-
vému intervalovému vektoru budeme fikat intervalovy obal (angl. interval hull).
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Definice (Intervalovy obal). Necht S je omezend neprazdna mnoZina teSend
intervaloveého linedrniho systéemu Ax = b, kde A je matice rozméri m X n. Pak

intervalovému vektoru h = |h, h], definovanému
éz‘ = mianS L,
hi = maxges i, (t=1...n)

rikame intervalovy obal (interval hull).

Pro intervalovy linearni systém obecné plati

1. Rozhodnout, zda je jeho mnozina feseni neprazdna, je NP-tézky problém.
2. Vypocet intervalového obalu jeho mnoziny feseni je NP-tézky problém.
3. Vypocet libovolné e-aproximace intervalového obalu je NP-tézky problém.

Dikaz 1. lze nalézt v [1]. Odkazy na dikazy 2. a 3. lze dohledat v [4]. U nékte-
rych specialnich typt matic lze presto intervalovy obal spocitat efektivné. Takové
matice jsou napriklad ¢tvercové M-matice, nebo matice diagonalné dominantni.
Pokud matice nejsou ve vyhodném tvaru, nebo se nejedna o ¢tvercové matice,
spokojime se s néjakou (pokud mozno, co nejtésnéjsi) nadmnozinou ¢i podmno-
zinou mnoziny S. Cesky ji budeme nazyvat intervalovd obdlka (angl. interval
enclosure).

Definice (Vnitini intervalova obéalka). Necht S je mnoZina teseni interva-
lového linedrniho systému Ax = b. Intervalovému vektoru [z,T] Tikame vnitini
obalka mnozZiny S, jestlize plati

[z,Z] C S.

Definice (Vnéjsi intervalova obalka). Necht S je mnozina fesent intervalové-
ho linedrniho systému Az = b. Intervalovému vektoru [z, T| Tikame vnéjsi obdlka
mnoziny S, jestlize plati

S C [z, 7).

Mnozinu feSeni mizeme popsat i jinymi zptsoby. Pokud chceme dosahnout
presnéjsich vysledkt, miizeme ji popsat jako soubor boxii v prostoru. Timto zpii-
sobem popisu se vSak v na$i praci nebudeme zabyvat. Dale nas bude zajimat
pouze dosazeni co nejtésnéjsi vnéjsi obalky mnoziny feseni S. V textu budeme
pouzivat pojem intervalova obalka vyhradné ve smyslu vnéjsi intervalové obalky.

V prvni fadé ma smysl si pokladat otézku, zda je dany systém Az = b
viibec Tesitelny. Dokonce se v intervalovém pripadé mtzeme ptat na nékolik typti
fesitelnosti.

Definice (Reéitelnost). Rekneme, Ze intervalovy linedrni systém Az = b je
silné resitelny, pokud pro kazdé A € A a b € b existuje xg tak, Ze plati Axy = b.

Rekneme, Ze intervalovy linedrni systém Ax = b je slabé rTesitelny, pokud pro
néjaké A € A a b € b existuje xq tak, Ze plati Axg = b.

Pro tplnost definujeme feseni intervalového linearniho systému.
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Definice (ReSeni). Redlnyj vektor x se nazjvd (slabé) vesent intervalového line-
arntho systému, pokud plati

Ax = b pro néjaké A € A,b € b.
(Nebo jednoduse pokud plati x € S).

Pojmy jako feseni, mnozina feSeni a fesitelnost miizeme podobné definovat i pro
systémy nerovnic. Jimi se v této praci prilis zabyvat nebudeme, proto ptislusné
definice neuvadime. Pfi srovnani oblasti intervalovych systému rovnic a nerovnic
musime uvést, ze zde dochazi k zajimavému paradoxu. Zatimco vétSina problému
tykajici se feSitelnosti systémi rovnic je NP-tézkych, u systémil nerovnic jsou
tyto problémy ve vétsiné pripadd polynomialni.

4.2 Preurcené systémy

Definice. O intervalovém linedrnim systéemu Ax = b, kde A € U™ a b € U™
rekneme, Ze je preurceny (angl. overdetermined), jestlize m > n. (U muZe byt

treba R, C, IR nebo IC ).

Jednoduse Teceno, preurceny systém linearnich rovnic obsahuje vice rovnic nez
proménnych. V této praci se zabyvame intervalovymi linedrnimi systémy preur-
cenymi.

Neintervalovy preurceny systém Az = b nemad feseni, ma pravé jedno reSeni
nebo méa nekone¢né mnoho feseni v zavisloti na poc¢tu nezavislych fadkt matice
[A|b]. Podobné je tomu v pfipadé intervalovém. AvSak s jednim rozdilem. Diky
tomu, ze koeficienty intervalové matice jsou intervaly a vybér hodnoty z jednoho
koeficientu nezavisi na hodnoté z zadného jiného koeficientu, dostavame pro rizny
vybér hodnot rtizné zavislostni vztahy mezi fadky konkrétni vybrané matice [A|b].
Napftiklad pro intervalové A, b, jejichz jednotlivé koeficienty lezi v intervalu

[1—0.1,1+0.1],

systém

1 1 PP SR
1 Jr=1{{ ) mapravé jedno TeSeni.

Zatimco systém

1 1 g
( 1.0001 ):L‘ = ( 1 ) nema zadné feseni.

Pro ¢tvercové systémy existuje daleko vétsi skala algoritmiti, jejich rtiznych
vylepSeni a variant. Je to proto, Zze o ¢tvercovych systémech lze daleko vice teore-
ticky fici. Ctvercové matice se chovaji mnohdy vyhodné a jejich chovani lze tudiz
lépe popsat. Nyni bude nasledovat série kapitol, ve kterych se podivame na rtizné
metody hledani obalky intervalovych pfeurcenych systémii. Casto se pod danou
metodou skryva celd skupina podobnych algoritmi. Tuto skupinu podobnych
metod vzdy popiSeme v samostatné kapitole. Kazda metoda bude podrobné vy-
svétlena a doplnéna nasimi komentari a ipravami, pfipadné poznamkami ohledné
implementace.
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5. Gaussova eliminace

5.1 Druhy Gaussovy eliminace

Uvazme nejprve pripad, kdy je matice A ¢tvercova neintervalova a b je neinterva-
lovy vektor. Méjme danu soustavu Ax = b a chceme ziskat jeji feseni. Velmi uzi-
teCnym a vSestrannym néstrojem je Gaussova eliminace. Pod pojmem Gaussova
eliminace (GE) se ¢asto chape nékolik riznych algoritmt. V zahrani¢ni literatute
lze Casto pod timto pojmem nalézt to, cemu se jinak fika LU-rozklad. My zde
Gaussovu eliminaci budeme chépat stejnym zpisobem, kterym se bézné vyucuje
na Ceskych strednich a vysokych skoldch. Gaussova eliminace pfevadi matici do
odstuptiovaného tvaru (pro regularni matici do horniho trojihelnikového tvaru).
Nésledujici algoritmus provadi GE pro regularni matice. Navic jesté zanechava
na diagonale prvky 1. Pokud nalezneme sloupec, ve kterém jsou samé nuly, kon-
¢ime. Matice nemé v tomto sloupci na diagonale nenulovy prvek (pivota) a tudiz
systém s touto matici nemé omezené feseni (hodnost matice je mensi nez pocet
fadki, matice je sigularni). Nas budou zajimat hlavné systémy, jejichz feSeni bude
mozné konecné omezit.

Algoritmus (GE). Mé&me ddnu linearni soustavu Ax = b, kde matice A je
rozméru n X n a b je vektor.

1. Sestavime rozsitenou matici soustavy [A|b] a poloZime k = 1.
Pokud je a;; = 0 pro vsechna i > k skoncime, A je singuldrni.
Jinak nalezneme a;, # 0, ¢ > k a vyménime i-ty a k-ty rdadek.
Prendsobime k-ty radek ﬁ, nyni je na pozici pivota hodnota 1.

Pro kazdy i-ty radek i > k polozme A, = Aj — Qi1 Aps.

S G e e

Polozme k =k + 1 a pokud k < n jdeme zpét na krok 2.

Pro ziskani feseni ze soustavy v odstupnovaném tvaru pouzijeme zpétnou substi-
tuci.

Algoritmus (Zpétna substituce). Méjme linedrni soustavu Az = b, kde ma-
tice A mad rozmeéry n X n a je v hornim trojihelnikovém tvaru a na diagondle md
samé jednicky. Chceme nalézt vektor feseni x = (1, ...,x,).

1. PoloZme k = n.

2. xp = by — Z?:kﬂ A T

3. Polozme k =k — 1, pokud k > 0 opakujeme od kroku 2.
4. x=(x1,...,1,) je vysledngm tesenim.

Miuzeme rozlisovat rizné typy Gaussovy eliminace podle zptisobu vybéru pivota
— pivotizace. Mame tIi moznosti
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e Bez pivotizace
e S Castec¢nou pivotizaci
e S uplnou pivotizaci

Bez pivotizace znamené, Ze nevybirame konkrétniho pivota. Matici upravuje-
me eliminac¢nimi operacemi, tak jak jsme ji dostali na vstupu. Tento postup vsak
muze selhat, kdyz se ndm octne na pozici A;; ¢islo 0, kterym musime délit. S ¢as-
teCnou pivotizaci znamena, ze vybirame takovy radek, ktery mé potencialniho
pivota nenulového a zaroven takovy, aby se na pozici pivota dostal prvek s nej-
vétsi absolutni hodnotou. Nutno poznamenat, ze vyména radki je ekvivalentni
uprava, kterd neméni mnozinu feseni. PTi postupu s tplnou pivotizaci vyménu-
jeme navic i sloupce matice A. To je také ekvivalentni Gprava pouze v pripadé,
ze soucasné prohodime i prislusné prvky vektoru feseni z. U tohoto pfistupu je
potfeba provést vétsi mnozstvi floating point operaci. I kdyz je tento pristup
stabilnéjsi, v praxi se prilis nepouziva.

Gaussovy eliminace jsou jednoduché algoritmy, které 1ze s mensimy tpravami
prenést do prostiedi intervali. Budeme k tomu potrebovat intervalovou aritme-
tiku, tak jak jsme ji zavedli v ivodu. Ta popisuje jak pracuji aritmetické operace
pro dva intervaly, z nichz obé hodnoty bereme nezavisle na sobé. Navic se nam
zde bude hodit malé rozsiteni této aritmetiky, a to pro pripady, kdy na obou
stranach operace stoji jeden a tyz interval a hodnoty z n€j bereme zavisle.

rt+r=[x+z,T+7T,
x—x=10,0],

kT =[Tr*x,T*T,

x / x =[1,1], kde & neobsahuje 0.

Toto se ndm bude hodit zvlasté v kroku ¢islo 4. a 5. algoritmu (GE). I kdyz se
na prvni pohled zd4, Ze se nejedna o ekvivalentni intervalové tupravy, v téchto
krocich je mtzeme pouzit. Mizeme se totiz na intervalovy systém divat jako na
mnozinu vSech neintervalovych systémi, které obsahuje. Provedeme kroky 4. a 5.
na jednotlivych systémech a slozime je nazpét do intervalového systému. Je to
vlastné totéz, jako bychom aplikovali intervalové operace, které jsme vyse do-
definovali. Nyni uvedeme algoritmus Gaussovy eliminace pro intervalovy ptipad.
Bude se jednat o tentyz algoritmus uvedeny vyse s drobnymi zménami.

Algoritmus (Intervalova GE). Méjme ddnu intervalovou linedrni soustavu
Ax =b. Kde A je intervalovd matice s rozmeéry n X n a b je intervalovy vektor.

1. Sestavime rozsitenou matici soustavy [A|b] a poloZime k = 1.
Pokud je 0 € a;, pro vsechna © > k skoncime, A muze byt singuldrni.
Jinak nalezneme 0 ¢ a;, i > k a vyménime i-ty a k-ty radek.

Prendsobime k-ty radek a%k’ na pozici pivota poloZime interval [1,1].

AT T

Pro kazdy i-ty rddek i > k poloZme A, = A — a;Ag., ve sloupci pod
pivotem polozme intervaly [0, 0].
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6. Polozme k =k + 1 a pokud k < n jdeme na krok 2.

Algoritmus zpétné substituce bude vypadat stejné, akorat misto ¢isel poc¢itame
s intervaly. Intervalova verze Gaussovy eliminace vSak obsahuje jednu nepfijem-
nost. Diky velkému mnozstvi intervalovych operaci se mtize stat, ze dojde k znac-
nému nadhodnoceni obalu mnoziny feseni. A to tak velkému, Ze jiz nebude vysle-
dek pouzitelny. V nejhorsim pripadé nadhodnoceni poroste v zavislosti s rozmeéry
matice A. Hansen a Smith v roce 1967 ukazali ptiklad, ve kterém s kazdou jed-
notkou rozméru matice soustavy klesa presnost ziskaného feseni priblizné o jedno
desetinné misto. Toto je jen nejhorsi pripad, ktery nutné nemusi nastat vzdy.
Existuji matice (M-matice, H-matice, diagonalné dominantni matice), pro které
Gaussova eliminace dava prijatelné vysledky. V ostatnich pripadech je nutné pred-
tim ptvodni soustavu upravit do takového tvaru, aby byla co nejméné nachylna
k vyse zminéné chybé.

Jednim ze zptsobi, jak snizit roztazeni mnoziny feseni, je podobné jako v ne-
intervalové Gaussové eliminaci pouzit ¢astecnou pivotizaci. Jako pivotni radek
vybirame ten, ktery ma nejvétsi magnitudu.

5.2 Predpodminéni

Dalsi moznosti je ptvodni soustavu Ax = b prevést do takového tvaru, ve kterém
dojde k co nejvétsimu omezeni vlivii intervalovych operaci. Cesky tento proces
budeme nazyvat predpodminéni (angl. preconditioning). NiZe popiSeme metodu
predpodminéni, jak ji navrhl Hansen. Necht A€ je stfedovou matici A. V praxi
nemusi byt pfimo stifedovou matici, staci aproximace. Ke stfedové matici spoci-
tdme piibliznou inverzni matici C' ~ (A¢)~!. Pak spocitdme matici M = C A
a vektor m = Cb. Resime novy systém

Mx =m.

Pokud nejsme schopni spocitat inverzni matici k A€, protoze tato matice je singu-
larni nebo blizka singularni, je pravdépodobné, ze systém ma neomezenou mno-
zinu Teseni. Miizeme se ptat, pro¢ soustavu predpodminujeme pravé matici C.
Jelikoz C' je matice v idedlnim pripadé inverzni k A¢, dostaneme po prenasobeni
matice A matici M, ktera ma stiedovou matici velmi blizkou jednotkové matici.
Pokud jsou navic ptivodni intervaly v matici A velmi malé, nelisi se cela M prilis
od jednotkové matice a intervalové operace s koeficienty mimo diagonalu maji jen
maly vliv na nepresnosti ve vysledné mnoziné feseni.

Pocitani matice C' zabere néjakou vypocetni dobu navic. Dalsi malou nevyho-
dou je, ze pfedpodminéni natahuje mnozinu feseni. Vezmeme systém z kapitoly
o linearnich systémech

[5, 10] [-20, -5] v [50, 100]

[10, 15] [5, 10] ~\[-50, 280]
a predpodminime ho. Zvétseni mnoziny feseni nového systému ukazuje obra-
zek 5.1. Tmavsi plocha zna¢i mnozinu feseni ptivodniho systému, svétlejsi plocha

mnozinu feseni nového systému. Sedé ¢ary vyznacuji jednotlivé osy a obdélnik
kresleny pferusovanou ¢arou znaci obal nové mnoziny feSeni. Pro velké systémy
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je vSak roztazeni mnoziny reseni zanedbatelné oproti roztazeni diky zavislostnim
chybam, ke kterym by doslo bez pfedpodminéni.

Obrazek 5.1: Zvétseni mnoziny feSeni pii pfedpodminéni

Plati, Ze mnozina feseni predpodminéného systému v sobé vzdy zahrnuje rese-
ni puvodniho systému, nebot jsme pii predpodminiovani nasobili regularni matici.

Predpodminéni neni nutné pouzivat vzdy. Pokud je matice A M-matice, pla-
ti, ze GE prfimo produkuje obalku feSeni. Naopak v tomto ptipadé by predpod-
minéni bylo jen na skodu. Obecné Gaussova eliminace funguje dobfe na pripady,
kdy jsou intervaly degenerované nebo velmi tzké. Pokud jsou intervaly velké,
muze dochazet k velkému nartstu obalky mnoziny feseni. Podobné jako jsme
neintervalovou verzi Gaussovy eliminace pfevedli na intervalovou verzi, mtizeme
totéz provést pro Gauss-Jordanovu eliminaci !. Pomoci ni budeme lehce schopni
spocitat napriklad inverzni intervalovou matici.

5.3 Hansentv pristup pro preurcené systémy

Predchozi pristup lze viceméné uplatnit s malymi Gpravami pro preurcené sys-
témy. Pro preurcené systémy se casto pouziva metoda nejmensich ¢tvercti. Zde se
nam vsak jedna nikoli o aproximaci mnoziny feseni, ale pfimo o sjednoceni mno-
zin TeSeni vSech systémt, které intervalovy preurceny systém obsahuje. Pristup
pro preurcené systémy vytvoril profesor Eldon R. Hansen. Je soucasti amerického
patentu cislo US 7,296,047 B1, ktery sdili G. Wiliam Walster. Soucasti patentu je
nejen algoritmus, ale i ndvrh hardwarové architektury pro vypocet intervalovych
preurcenych systém.

Uvedeme zde ndmi mirné upravenou verzi algoritmu uvedeného v [3]. Mé&j-
me preurceny systém Az = b, kde matice A je rozméru m X n, kde m > n.
Pred vlastni eliminaci bude nejprve vhodné, podobné jako v predchozim pripadé,
soustavu vhodné predpodminit. Za¢neme tim, ze spocitame matici A, ktera je

1Po provedeni GJ-eliminace m4 matice na diagonale samé 1 a mimo diagonalu samé 0.
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pribliznou stfedovou matici intervalové matice A. Z této matice vytvorime matici
B tadu m x m, ktera vypada nasledovné

A5 0
B‘{Asf]

Jednotlivé soucasti matice B vypadaji nasledovné

A¢ hornich n fadkt matice A,

A$  dolnich m — n radkt matice A,

0 nulova matice fadu n x (m — n),

I jednotkovéa matice fadu (m —n) x (m —n).

Z matice B spocitame jeji inverzni matici C. Pokud se ndm nepodaii matici
spocitat, napriklad proto, ze je B singularni, mtizeme ho zkusit perturbovat ma-
Iymi hodnotami dokud nebude regularni. Nejedna se nam o presnou inverzi, staci
aproximace. Dale jiz postupujeme s predpodminénou soustavou

CAx =Cb.

Na tuto soustavu aplikujeme algoritmus intervalové Gaussovy eliminace. Ten-
tokrat neeliminujeme az do konce, ale ponechame posledni sloupec matice A bez
eliminace (kon¢ime tedy po n — 1 krocich). Dostaneme soustavu ve tvaru

kde

¢tvercova horni trojuhelnikova matice fadu n,
intervalovy sloupcovy vektor s n koeficienty,
intervalovy sloupcovy vektor s (m — n) koeficienty,
je matice rozméra (m —n) x n tvaru [0 2],

SERES

kde 0 je nulovd matice a z je intervalovy sloupcovy vektor (posledni sloupec
matice W). Upravime jesté z tak, aby obsahoval samé prvky [1, 1]. PoloZime

v;
v, = —
Zj
proi=1,...,m—n a poté polozime za prvky z intervaly [1, 1]. Diky tomu, zZe z;

mohou obsahovat prvek 0, mtizeme dostat i nekoneény interval [—oo, oo]. Ukazeme
ptiklad intervalové GE pro pfeurceny systém (pro nézornost bez pfedpodminéni).
Systém

[16.9998, 17.0002 | [ 28.9993, 29.0007 | [ 40.9992, 41.0008 |
[8.9994, 9.0006 ] [ 13.9999, 14.0001 | [ 10.9991, 11.0009 |
A= [15.9991, 16.0009 ] [25.9999, 26.0001 ] [ 3.9993, 4.0007 ] |,
[13.9998, 14.0002 ] [ 17.9993, 18.0007 ] [ 7.9990, 8.0010 |
[12.9999, 13.0001 ] [ 36.9992, 37.0008 | [ 20.9990, 21.0010 |
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[16.2107, 75.7893 |
[ 27.9484, 60.0516 ]
b= | [-61.0726, 135.0726 ]
[-14.6424, 102.6424 |
[-36.5122, 80.5122 |

prevedeme intervalovou Gaussovou eliminaci pro preurceny systém do tvaru

[1.0000, 1.0000] [1.7058, 1.7060 ] [2.4116, 2.4119 ]

T [0.0000, 0.0000] [ 1.0000, 1.0000 ] [-0.6987, -0.6981 |
{W]: [0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000 ] [ 1.0000, 1.0000] |,

[0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000 ] [ 1.0000, 1.0000 ]

[0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000 ] [ 1.0000, 1.0000 ]

[0.9535, 4.4583 |

" [-6.3738, 4.5957

{ }: [-3.5444, 3.9643
[-3.8950, 3.8357

[-4.9540, 1.7871

Nyni jiz mame cely systém ve vhodném tvaru. Nejprve se budeme zabyvat
prvky vektoru z. Ty, spolecné s pravym dolnim prvkem matice T, ndm formu-
ji, jak bude vypadat feseni proménné x,,. Dostavame rovnice

[ S —)

T, =wv;pro (i=1,...,m—n),

Ty = Uy
Pro zjisténi feSeni proménné x,, staci vytesit prinik vSech téchto intervali defi-
novanych rovnicemi. Souhrnné zapsano

m—n
X, = U, ﬂ ;.
i=1

V priniku nam vlastné nevadi, ze nékteré pravé strany jsou nekonecné intervaly.
Pokud by vysledny prinik byl nekonec¢ny, mtze to znamenat, zZe soustava nema
omezené feSeni. Muze to vSak i znamenat to, ze se nam obalka zvétsila az na
nekonec¢ny intervalovy vektor diky velkému mnozstvi intervalovych operaci. Po-
kud intervaly nemaji spole¢ny prinik, preurcena soustava nema reSeni. Pro nasi
soustavu je

x, = [—3.5444,1.7871].

Pokud z,, neni prazdny interval, mtzeme jiz klasicky aplikovat zpétnou substituci
na soustavu T'x = u a najit zbyvajici komponenty vektoru reseni

(wn717 Lp—2,. .. 7m1)'
Pro nas zvoleny systém je obalka mnoziny feseni

[-13.3267, 28.1044 ]
x=| [-88501,5.8442]
[-3.5444, 1.7871 ]
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Nyni jiz miizeme predvést cely algoritmus vypoctu intervalové obalky ¢tvercového
nebo preurc¢eného systému pomoci intervalové Gaussovy eliminace.

Algoritmus (Obéalka pomoci GE). Méjme intervalovy linedrni systém
Axr = b,
kde matice A md rozméry m X n pro m > n.

1. Provedeme intervalovou Gaussovu eliminact aZ do k =n — 1.

2. Za prvky matice A, ; polozime intervaly [1,1] a za b; dosadime Abi, pro

kazdé (i =mn,...,m).

3. x, je prunikem vSech b; pro (i =n,...,m), pokud je prinik prdazdny, kon-
¢ime — systém nemd Tesent.

4. Dopocitame hodnoty x,_1,...,x, intervalovou zpétnou substituci.

5. ¢ = (x1,...,x,) je vyslednd obdlka.
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6. Rohnova metoda

Zcela jiny pristup pro pocitani vnéjsi obalky nabizi profesor Jifi Rohn. Publikoval
ho v roce 1995 v [10]. Zakladni teorie je postavena na nésledujicim tvrzeni, které
kvili aplnosti uvadime i s dikazem.

6.1 Zakladni tvrzeni

Tvrzeni (Rohn). Méjme preurceny intervalovy linedrni systém Ax = b s mno-
Zinou teseni S. Necht R je libovolnd redlnd matice vdadu n X m a necht xy a d > 0
jsou libovolné n-prvkové redalné vektory takove, Ze plati

Gd+g <d,
kde
G = |I — RA°| + ]R|AA
a
9= [R(A%wo — b°)| + | R|(A%zo| +b%).
Pak plati

SQ [l’o—d,l‘g+d].

Diikaz. Necht x € S, pak plati Ax = b pro néjaké A € A a b € b. Pak ho mizeme
rozepsat jako

r=x+ R(—Ax+b) = (I — RA)x + Rb.
Z toho dostavame

I — RA)x + Rb — Iz
I — RA)x + Rb— Izg + RAxy — RAx
)

r — X9

(
(
(I — RA)(x — z9) + R(b — Axy)
(

~
|
oy
s
8
|
&
+
=
=
|
=
8
|
&
+
oy
=
|
=
&

+ R(A® — A)zo + R(b — b°).

Nyni celou rovnici pfevedeme do absolutnich hodnot

|z — 20| < |I— RA%||x — 0| + |R|A® |z — 2|
+|R(b° — Acao)| + | RIA%wo| + | RID™
= Glz — x|+ 9.
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Z této nerovnice vyplyva

|2 — 20| < Glo— o + 9
(I —G)|x — x| < g. (6.1)

Pro d spliujici pocatecni podminku méame

Gd+g<d
g< (I —G)d. (6.2)

Z nerovnosti 6.1 a 6.2 plyne

(I — G|z — 20| < (I —G)d

Jelikoz je g > 0, plati Gd < d. Navic matice G je nezaporna a d > 0, plati
tedy o(G) < 1. Pozorovani, ze kterého toto vyplyva lze nalézt i s dikazem v [7]
(Dtisledek 3.2.3). Diky tomu napiiklad z véty 168 viz [11] plyne existence inverzni
matice k (I — G) a navici (I — G)~* > 0. Tedy miZeme touto matici pfenésobit
obé strany nerovnice aniz by se porusila nerovnost. Ziskame

|z — o] < d.
Jinak zapsano x € [xg — d, zg + d]. JelikoZ bylo x libovolné z S, tak
S Clzg—d,xo +d].
O

Toto tvrzeni plati pouze pro pripad m > n, protoze pro m < n nenalezneme
vhodné d. Pro dikaz mozno nahlédnout do [10].

Tvrzeni ndm poskytuje jednoduchy predpis, jak spocitat intervalovou obalku
mnoziny feseni. Jediné, co jesté nezname jsou vektory d, zy a matice R. Existuje
nékolik moznosti, jak d ziskat.

6.2 Nalezeni vhodného d
Rohn ve svém ¢lanku navrhuje iterativni algoritmus pro ziskani d. Nerovnici
Gd+g<d
muzeme totiz prepsat jako rovnici
Gd+g+e=d.

Zacneme s libovolnym malym positivnim vektorem e a postupné iterujeme na-
sledujici algoritmus, dokud d nesplnuje podminku z tvrzeni. Algoritmus vypada
nasledovné
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Algoritmus (Nalezeni d). Méjme G, g z vyse zminéného turzend

1. Za € polozme maly positivni vektor, d* = 0.
d=d".
d*=Gd+g+e.

Opakujeme kroky 2. a 3. dokud neni

d*—d| <e.

Gro o e

d je hledany vektor.

Neni dopredu jisté, jak dlouho tento algoritmus pobézi. Mtizeme vsak s jistotou
fici, ze dany algoritmus svlij béh vzdy skonc¢i. Jak ostatné ukazuje nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni. Ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni.
e o(G) < 1.
e Algoritmus skonci po konecné mnoha krocich pro kazdé € > 0.
Dikaz. (=) Podivejme se jak vypadaji d v jednotlivych krocich.
dO = 07
di = g +€,
dy = Gdi+g+e=G(g+e)+g+te,

di = G g+e)+G % (g+e)+...+G(g+e)+g+e,
diy1 = Gg+e)+G N g+e)+...+CGg+e)+g+e

Absolutni hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich d vypada takto
|dj1 = dj| = |G7 (g + €)| = G'(g + e).

Jelikoz je o(G) < 1 plati G — 0 a tedy i G/(g + ¢) — 0, kde 0 je nulovy vektor.
Z definice limity existuje pro kazdy vektor € > 0 prirozené ¢islo ng takové, ze pro
kazdé n > ng,n € N plati

|djy1 — dj| <e
Coz je zastavujici podminka algoritmu.
(<) Necht algoritmus skonéi po konecné mnoha krocich pro libovolny vektor

e > 0. Pak skon¢i i pro néjaky konkrétni e > 0. Pro tento € je splnéna ukoncujici
podminka |d* — d| < e. Z toho dostavame

d"=Gd+g+e<d+e

proto
Gd<Gd+g<d.

A jelikoz d > 0 a GG je nezépornd, plati (stejné jako v dikazu tvodniho tvrzeni)

o(G) < 1.
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Z vyse uvedeného diikazu je vidét, ze koneCnost algoritmu nezavisi na volbé e.
Co na volbé € zavisi, je doba vypoctu d. Jelikoz doba ziskani d mutze byt hodné
dlouhé, je vhodné pocet krokt algoritmu shora omezit konstantou. Pokud do
daného poc¢tu krokti neni vyhovujici d nalezeno, prerusime dalsi vypocet.

Jako dalsi dosud nepublikovanou moznost navrhujeme d spocitat primo z pred-
pisu tvrzeni (Rohn) za pouziti malého kladného vektoru e.

d>Gd+g
d=Gd+g+e
(I-G)d=g+e

Vlastné vyiesime posledni rovnici. Mizeme pouzit néjakou metodu pro reseni li-
nearnich systémi, napfiklad verifylss z Intlabu. Nebo vyuzit pro feseni funkci
Matlabu linsolve. Nevadi, ze mtze nastat pripad, kdy diky zaokrouhlovacim
chybam dostaneme mirné nepresné feseni. Po ziskani d mizeme dosazenim zkon-
trolovat, zda opravdu plati nerovnost Gd + g < d.

6.3 Nalezeni R a x

Nyni jiz dokazeme ziskat d. K vypoctu obalky mnoziny feseni systému rovnic je
vsak potrebny jesté vektor zy a matice R. Rohn ve svych ¢lancich doporucuje
brat

Ty ~ Rbc

Matici R doporucuje pocitat jako aproximaci Moore-Penroseovy inverze A..
R~ (ATA,) AL

Moore-Penroseovu inverzi mizeme takto spocitat, nebot jestlize intervalova ma-
tice A spliuje podminku Gd+ g < d, pak pro kazdou A € A plati, Ze ma linearné
nezavislé sloupce. Dikaz je téz mozno nalézt v [10].

6.4 Vylepseni obalky

Pokud bychom chtéli obalku jesté vice zleps$it, miizeme ji iterativné zpfesnovat.
Lze ji vylepsit jinou volbou R a xg, jelikoz ve tvrzeni R i xy vybirdme libovolné.
Rohn popisuje v [10] nésledujici algoritmus.

Algoritmus (Vylepseni uzavéru). Méjme danu intervalovou linedrni soustavu
Az =b.

1. Opakugme od j =1 do j = mazimalni pocet krokii.
2. Nahodné vybereme A € A,b € b.

8. R=(ATA)~1AT.

4. xog = RD.
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5. Spociteyme d > 0 libovolnou metodou.
6. Pro j =1 polozme x = [xg — d, xo + d] jinak x = x N [ze — d,xo + d].
7.5 Cex.

Castou podminkou zastaveni itera¢nich algoritmii je maximélni pocet kroki
(jako v tomto pfipadé). Druhou ¢astou zastavujici podminkou je mira odlisnos-
ti nového a starého teSeni. Pokud jsou obé feseni jen malo vzdalena, respektive
zlepseni v poslednim kroku bylo mensi nez je urcitd mez, konc¢ime. Tento pii-
stup v tomto algoritmu bohuzel nelze uzit. Jako protipiiklad uvazme tii feseni
(x1, @2, x3) v po sobé jdoucich iterac¢nich krocich a zastavujici kritérium e. Necht
plati naptiklad, Ze horni i dolni meze @1, x5, se lisi nejvys o €. Tedy je splnéna
zastavujici podminka. Oba odhady @, > mohou byt velmi Spatné a x3, které by
prislo po nich, by odhad feseni mnohonéasobné zlepsilo. Pak ale algoritmus konci
po druhém kroku a na mnohem lepsi feSeni v kroce tfetim se jiz nedostane. Pokud
volime jednotlivé matice A a b ndhodné, je nutné definovat zastavujici podminku
pouze pomoci pfedem daného poctu krokt.
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7. Linearni programovani

Jinym zptisobem, jak k problematice hledani obalky mnoziny feseni intervalového
linedrniho systému pfistupovat, je linedrni programovani. Vyjdeme z nasledujici
véty, ktera je mnohymi povazovana za zakladni charakteristiku slabé tesitelnosti
intervalovych linarnich systémii. Diky jeji vyznamnosti vétu uvadime i s diikazem.
Vétu dokazali Oettli a Prager v roce 1964.

7.1 Véta Oettli-Prager

Véta (Oettli-Prager). Méjme intervalovy linedrni systém Ax = b, kde
A = [A° — AR A° + AR] e IR™ ",
b= [b°— b2 b+ b € IR™.
Vektor x € R™ je slabym resenim toho systému, prdvé tehdy, kdyz
|A%e — b°| < A% x| + b2,

Dikaz. (=) Pokud je vektor x slabym FeSenim Ax = b, plati Az = b pro néjaké
A€ Aabeb. Ztoho vyplyva

|A%z —b°| = |(A% — %) + (b — Ax)|
= |(A° = Az + b — b
=[(A° — A)x| + |b—b°| < A%|2| + b°.

(<) Necht plati |A°x — b°| < A®|x| + b™ pro néjaké z. Polozme y € R™

i = { %, qestl%ie (A%|z]| +b2); > 0 (i=1,....m)
1, jestlize (A%|z] 4+ b2); =0
Pak plati, Ze |y| < e a zérover
Ax —b° = D, (A®|x] +b2).
Pokud polozime z = sgn(z), pak evidentné |z| = D,x. Z predchoziho vzorce

odstranénim absolutni hodnoty timto zptisobem a prevedenim prvki obsahujicich
x na stejné strany dostavame

(A® — D,A®D,)x = b° + D,b".
Jelikoz |y| < e a z € {£1}", plati
|D,A%D.| < A%,
|D,b2| < b2

Z toho vyplyva, ze A° — D,ASD, € A a b, + D,b® € b. Tedy «x je slabé Tesenf
Az =b. O

Mnozinu feSeni systému Ax = b mizeme tedy popsat

S = {r; |A% — b°| < A®|z| + 7).
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7.2 Prohledavani ortantu

Dilezitym pojmem, se kterym budeme pracovat je ortant.

Definice (Ortant). Ortant se signaturou z € {£1}" je mnozina Z C R™ tako-
vd, Ze

Z={D,x>0; x € R"}.

Jinak feceno, vSechny vektory spadajici do daného ortantu musi mit znaménka
jednotlivych slozek stejna jako odpovidajici slozky v signatute ortantu.

Mnozina feseni linearniho intervalového systému nemusi byt nutné konvexni, ale
je konvexni v kazdém ortantu (i kdyz mize byt prazdnd). MuZeme tedy s pomoci
vyse uvedené véty a tlohy linearniho programovani spocitat obalku feseni v kaz-
dém ortantu zvlast. Vyhodou je, Ze dostaneme presny obal mnoziny feSeni naseho
systému. Kapitolu o linearnim programovani jsme zatradili jednak z divodu uce-
lenosti, ale také kvili tomu, ze pri porovnavani vyslednych obélek jednotlivych
metod se nam bude hodit znalost obalu. V n-dimenziondlnim prostoru mame
celkem 2" ortantfl. Resit alohu linearniho programovani v kazdém z nich miize
byt nadroénym vypocetnim problémem jiz pro relativné nizka ¢isla (20-30). Po-
kud chceme zjistovat obal prozkouménim feSeni v jednotlivych ortantech, neni
nutné prozkoumat vSechny. Méjme néjaky intervalovy vektor jako odhad obalky
mnoziny Teseni. K urceni, které ortanty prohledavat nam dopomiize znaménko-
vy vektor tohoto odhadu. Pro intervalovy vektor @ definujeme jeho znaménkovy
vektor sgn(x) lehce odlisné neZ pro neintervalovy vektor.

Definice (sgn pro intervalovy vektor). Pro intervalovy vektor

T = ([El,fl], [£27T2]7 ceey [zrwfn])
definujeme jeho znaménkovy vektor sgn(x) nasledovné

1, jestlize z; > 0,
(sgn(x)); = ¢ —1, jestlizeT; <0,
0, gestlize 0 € x;.

Pokud jiz zname néjakou obalku mnoziny feseni, jeji znaménkovy vektor nam
udava, které casti osy musime prochazet. Pokud je na nékteré pozici 0, musime
prohledat obé casti pfislusné osy. Nejprve nadefinujme mnozinu ortanti, které
budeme muset prohledat.

Definice. M¢éjme predbéznou obdlku teseni x. MnoZinu signatur ortanti, ktere
budeme muset prohledat oznacme

Orth(x) = {z; D,sgn(x) >0,z € {£1}"}.
7.3 Uloha pro linearni programovani

Nyni se dostavame k jadru nasi kapitoly, které shrneme v podobé nasledujiciho
pozorovani. V trochu jiném zépisu ho nalezneme v [10].
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Pozorovani. Méjme intervalovy linedrni systéem Ax = b, kde
A = [A° — AR A° + AR] e IR™ ",
b= [b°— b b+ b2 € IR™.

Pak presny obal mnoZiny reseni v ortantu daném signaturou z ziskdme vyresenim
ndsledugicich uloh linedrniho programovani

x; = minx;,

=4
—z

T; = max;,

pro (i =1,2,...,n) na stdle stejné mnoziné popsané soustavou

D,z >0,

b —b™ < (A°+ ASD,)z,

(A — A2D)x < b° 4 b2}
Diikaz. Mnozina feseni v kazdém ortantu tvofi konvexni polyedr, miizeme tedy
pouzit ulohu linedrniho programovani. Ucelové funkce pro horni a dolni meze
v daném sméru jsou min e;frx a max eiTa: tedy vlastné minz; a maxx;. D,z nam

urcuje ortant, ktery prohleddvame, nebof pro kazdé x z daného ortantu plati
D,x > 0. Podle véty Oettli-Prager plati

|Ae — b°] < A®|x| + b,
Jelikoz se nachazime v ortantu z, tak pro kazdé reseni v ném plati
|z| = D,
Miuizeme tedy pro dany ortant prepsat vétu Oettli-Prager na
|A%z — b°| < A®D,x + V2.

Rozepsanim absolutni hodnoty dostavame dvé soustavy, které musi feseni = spl-
novat

Ar —b° < AD,x + b2,
— (A% — %) < ASD,x + b2,
Ptfevedenim prvki obsahujicich  na stejnou stranu ziskdme rovnice ze znéni

pozorovani. Abychom ziskali obal v daném ortantu, musime ulohu vyfesit ve

vSech smérech z;.
H

Méjme tedy intervalovy odhad & mnoziny feseni. Dale méjme spocitané optimalni
obaly v kazdém ortantu podle sgn(x). Snadno z nich jiz ur¢ime obal celé mnoZiny

feseni h = [h, h| podle pfedpisu

h; =min{z; | z € Orth(x)},
h; =max{Z; | z € Orth(z)}, pro (i=1,2,...,n).
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Neékdy se miize stat, ze mnozstvi prohledavanych ortantt bude pftilis velké. Zda
je vhodné pouzit tento postup, zalezi na mohutnosti mnoziny Orth(x). Pro kaz-
dy ortant totiz potfebujeme vytesit 2n tloh linearniho programovani pro urceni
optimalniho obalu. Pokud bychom prohledéavali vSechny ortanty feSime jich

2" x (2n).

V praxi nebyva linearni programovani vzdy pouzivano, nebot jeho verifikovana
verze je znacné casové narocna. My zde nebudeme vytvaret vlastni nastroj pro
feSeni tulohy linearniho programovani. Pouzijeme existujici spolehlivé nastroje
napiiklad Rohniiv Versoft — konkrétné funkci verlinprog.

7.4 Generovani signatur ortantu

Pti prohledavani ortant® potfebujeme sikovné generovat jednotlivé signatury or-
tanti. V idealnim pripadé tak, Ze v kazdém kroku algoritmu vygenerujeme novou
signaturu. Tedy jsme schopni vSechny signatury vygenerovat v 2" krocich. K tomu
nam poslouzi nasledujici algoritmus. Diikaz spravnosti je mozné dohledat v [1].

Algoritmus (Generovani {+1}"). Méjme ddno n € N.
1. z=0€eR", y=ecR™", Y ={y}.
2. Opakujme kroky 3. aZ 6. dokud z # e.

k =min{i; 2z = 0}.

Polozme z; = 0 pro vSechna (i =1,...,k—1).

e =1, Yo = —Uk-

Y =Y U{y}.

NS & Lo

Y je mnozZina {£1}".

Algoritmus vyuzijeme, i kdyz negenerujeme vSechny signatury ortantt. Jestlize
mame znaménkovy vektor sgn(x) obalky mnoziny feSeni, vygenerujeme nejprve
mnozinu {41}*, kde k je pocet nul ve znaménkovém vektoru. Jsou v nf obsazeny
v8echny moznosti, jak dosadit prvky —1,1 na pozice, na kterych je 0 v sgn(x).
Poté jednotlivé prvky z {£1}* doplnime na piislusné pozice fixnimi hodnotami
—1,1 ze znaménkového vektoru. Vysledkem je mnozina ortanti, které budeme
prohledavat podle sgn(x).
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8. Iteracni metody

Itera¢ni metody jsou Casto velmi efektivni a v praxi pouzivané. Pro Ctvercové
systémy existuje cela rada iteracnich metod. Nékteré z nich vsak v obdélnikovém
piipadé nelze uzit (napiiklad pokud pouzivame rozklady ¢tvercovych matic). Zde
si predstavime iteracni metody, které, poté co je mirné upravime, lze prenést
i na pfreurcené systémy. Pouzijeme Jacobiho metodu a Gauss—Seidelovu metodu.
I kdyz obé vyuzivaji podobnou ideu, kazda ma své vyhody, a proto si je pred-
stavime zvlast v kazdé podkapitole. Iteraéni metody pro étvercové systémy lze
uzit pro Teseni preurcenych systémi, pokud tyto systémy prevedeme na ctver-
cové. Prevodim se budeme vénovat v kapitole nasledujici. U itera¢nich metod
na zacatku predpokladame, ze mame jiz néjaky odhad obalky, ve které se feseni
soustavy nachazi. Poc¢ate¢ni odhad budeme znacit

m(O) (m§0)7mg)7"'7m£10))'

8.1 Jacobiho metoda

Méjme intervalovou linearni soustavu Az = b, kde intervalovd matice A ma
rozméry m X n. Nejprve metodu vysvétlime na intervalovém ¢tvercovém piipadé.
Rovnice systému, kterou urcuje i-ty radek vypada takto

Proménou x; z této rovnice vyjadiime jako

1
A

T; = b — (Apx1 + ...+ Aji—1)Tio1 + Aip1)Tiv1 + ... + Ainy) |

To nam jiz dava formuli, pro iterativni zlepsovani jedné proménné.

b —ZAUCB proi=(1,...,n). (8.1)
JF#i

(k+1)

Pro vypocitani x staci provést prunik se starym fesenim.

25D mz('k) A

*

Pokud dostaneme prazdny prinik, znamena to, Ze systém neméa feSeni. Pokud
bychom odhad mnoziny feSeni zarucenymi metodami nepocitali, ale zvolili ho
feknéme nahodné, mize prazdny prinik také znamenat, ze jsme pocatecni odhad
urcili Spatné.
7 predpisu vyplyva, ze vyhoda Jacobiho metody spociva v tom, Ze jednotlivé
(kH) lze pocitat na zakladé starych hodnot paralelné Déle z predpisu vyply-
va jeden maly problém nachézejici se ve zlomku A— Mize totiz nastat pripad
0 € A;;. To lze vyfesit nékolika zptsoby. Bud budeme mit pozadavek, aby ko-
eficienty na diagonale matice neobsahovaly 0, nebo se miizeme snazit pferovnat

radky tak, aby na diagonéle byly intervaly neobsahujici 0. Dalsi moznosti je uzit
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rozsifenou intervalovou aritmetiku (o té jsme se zminili jiz v kapitole o intervalové
aritmetice). Pak neni nutné mit zadné pozadavky na koeficienty matice.

Az dosud jsme popisovali intervalovou verzi Jacobiho metody pro ¢tvercové
systémy. U preurcenych systémtt mame m rovnic a n proménnych a plati m > n.
Pro ¢tvercové systémy jsme si predstavili predpis, ve kterém ¢-t4 proménna byla
generovana z i-tého fadku. Tak tomu bylo kvili vyhodnému predpokladu funkc-
nosti algoritmu — staci, aby diagonala obsahovala prvky bez 0. Tak tomu ale
obecné byt nemusi, proménné mizeme k radkim priradit rizné. Pfifazeni mize-
me dokonce volit ndhodné, ¢i je riizné cyklicky permutovat. Podobné se mtizeme
zachovat u pfreurcenych systémti. Z m rovnic jich mizeme v daném kroku vy-
brat n a ty pouzit pro zlepsSeni pfislusnych slozek feseni. Jelikoz fadky volime
ndhodné, nestac¢i ndm pozadovat, aby prvky na diagonale neobsahovaly 0. Museli
bychom pozadovat 0 ¢ A,;; pro vSechna i, j. Coz je dosti omezujici podminka. My
to budeme Fesit tak, ze zadné podminky na koeficienty uvazovat nebudeme. Po-
kud koeficient A;; bude obsahovat 0, jednoduse pomoci i-tého fadku nebudeme
vyjadiovat proménnou z; a vyjadiime ji pomoci jiného. Pokud budou 0 rozmisté-
ny v koeficientech matice nesikovné, muze se stat, ze o feSeni soustavy nebudeme
touto metodou schopni nic fict. Pro nazornost zde uvadime cely algoritmus.

Algoritmus (Jacobiho metoda). Méjme intervalovy linearni systém Az = b.
Matice A je tadu m X n takovd, Ze m > n.

1. Spocitejme odhad mnoZiny veseni x(©).
Opakujme kroky 3. aZ 5. dokud neni konec.
Vyberme n z m rovnic a pritadme je k navzdjem riznym promeénniym.

Spocitejme x7, ..., x) podle vzorce 8.1.

A N

PoloZme ml(-kﬂ) =x; N a:z(k) pro (i = 1,...,n). Pokud je néktery z priniki

prazdny, koncime — systém nemd resent.
6. £+t obsahuje mnoZinu fesent.

Jesté je potfeba zamyslet se u kroku 2. nad ¢asti ,,dokud neni konec“. U ¢tver-
cového systému se pro Jacobiho metodu pouziva ukonc¢ujici podminka

d < e,

k+1) k)

kde d je vzdalenost mezi x! a x® a e je maly kladny vektor. Tim, Ze vybira-
me vzdy n z m Ffadkt ndhodné, mize se nam stat, ze dvé po sobé jdouci obalky
FeSeni se zlepsi jen o malo (nebo dokonce viibec nezlepsi), a tudiz se jiz nedostane
na mnohem vyraznéjsi vylepSeni pomoci vybéru jinych n fadkt. Spolehlivou za-
stavujici podminkou je pevné dany pocet iteracnich kroki. Problém je vSak, jak
pocet kroktt dopredu odhadnout. Na druhou stranu itera¢ni metody nebézi prilis
mnoho krokt (i pro velké systémy jsou to fadové desitky).
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8.2 (Gauss-Seidlova metoda

Intervalovou verzi Gauss-Seidelovy metody poprvé zminili Alefeld a Herzberger
v roce 1970. Gauss-Seidelova metoda je ur¢itym vylepseni Jacobiho metody, kdy
s noveé spocitanymi koeficienty vektoru obalky pocitdme rovnou a necekdme az
na dalsi itera¢ni krok. Nevyhodou Gauss-Seidelovy metody ale je, Ze ji nelze
paralelizovat. Iterac¢ni predpis je podobny jako v Jacobiho metodé. Hodnotu x;
z rovnice v i-tém Fadku v kroku (k + 1) vyjadiime

1
Tedy slovné feceno, kdyz vyjadifujeme proménnou a:z(.kﬂ), vyuzijeme k tomu jiz
nove spocitanych hodnot wgkﬂ), a:ékﬂ), e ,:z:girl) a zbylych starych hodnot pro-
meénych :cz(.i)l, a:z(»%, e ,:c;k). Pro vypocitani zcgkﬂ) staci opét provést prinik se

starym TreSenim.
k41 k
:cg+)—ml(-)ﬂm;k.

Algoritmus (Gauss-Seidelova metoda). Méjme systém Ax = b, kde A je
radu m X n takovd, Ze m > n.

1. Spocitejme odhad mnoZiny veseni x(©).

2. Opakujme kroky 3. aZ 5. dokud neni konec.

3. Vyberme n z m rovnic a pritadme je k jednotlivym proménnym.

4. Spociteyme x} podle vzorce 8.2 a :cz(»kﬂ) =z N wgk) pro (i = 1,...,n).
Pokud je néktery z prinikid prdzdny, koncime — systém nemd resend.

5. ) obsahuje mnoZinu fesen.

U Gauss-Seidelovy metody mtizeme v 3. kroku fadky a proménné svazat riz-
nymi zpusoby. Bud mtizeme pouzit stejny zptsob jako u Jacobiho metody. Tedy,
ze i-té proménné priradime radek, ktery jsme jiné proménné jesté nepriradili a kte-
ry nema na ¢-té pozici koeficient obsahujici 0. Tim, Ze nové hodnoty proménnych
pocitdme rovnou, mtzeme prifadit i zbylé fadky redundantné k néjakjm pro-
ménnym. Toto zobrazeni bud miZeme ponechat fixni pfes vSechny kroky, nebo
ho miizeme v kazdém iteracnim kroku obmeénovat. Pokud méame v matici hod-
né koeficientd obsahujicich 0, mizeme podle téch neobsahujicich 0 vyjadfovat
kazdou proménnou v kazdém tadku.

Pokud pouzijeme vybér proménnych a fadkt jako v Jacobiho metodé, plati
pro ukoncujici podminky Gauss-Seidelovy metody stejné disledky. Pokud vyja-
difujeme vSechny proménné podle vSech radkl neobsahujicich na prislusné pozici
0, nebo je kazdému tadku pevné prifazena néjakd proménné, miizeme pouzit
zastavujici podminku s e.

Miize se stat, ze obé metody uvedené v této kapitole nebudou konvergovat.
Pak je nutné pouzit jiny zptisob feseni. Pro ¢tvercové systémy jsou iteracni me-
tody mnohdy efektivni. Gauss-Seidelova metoda konverguje v mnoha ptipadech
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rychleji nez Jacobiho metoda. U pfeurcenych systémut vsak nastava potiz, pokud
nepouzijeme pfedpodminéni, ¢asto se nam stane, ze predbézna obalka jiz nepiijde
vylep$it, nebot pii vyjadifovani proménnych diky intervalovym operacim dostane-
me mnohem vétsi obalku nez byla predbézné. Tim padem ta ztstane az do konce
nasim nejlepsim odhadem. Metody lze ale vylepsit s pomoci predpodminéni.

8.3 Predpodminéni

Ve c¢tvercovém pripadé se soustava casto pred vlastnim vypoctem predpodmini.
Vyuziva se k tomu pfibliznd inverzni matice k stfedové matici A ze stejnych
dtvodi, jako jsme uvedli v kapitole o Gaussové eliminaci. Preurcené systémy
budeme predpodminovat matici C' stejnou jako pro preurcené systémy v kapitole
o Gaussové eliminaci. Po pfedpodminéni dostaneme cCasto soustavu, jejiz matice
na levé strané bude vypadat podobné jako nasledujici matice

~1 ~0 ... ~0
~0 ~1 ... ~0
~0 ~0 ... ~1 |,
~0 ~0 ... ~0
~0 ~0 ... ~0

kde ~ 1 zna¢i interval blizky [1, 1] obsahujici 1 a ~ 0 zna¢i interval blizky [0, 0]
obsahujici 0. Zavedli jsme podminku, ze pfi vyjadifovani ¢-té proménné pomoci
néjakého radku, nesmi tento radek mit koeficient obsahujici 0 na pozici ¢. Jedina
moznost, jak v tomto pripadé priradit radky k proménnym, je fadek ¢ k ¢-té
proménné. Tim vlastné provedeme Jacobiho metodu pro ¢tvercovy pripad na
horni ¢tverec naseho preurceného systému. Také je zde moznost spodni nulové
radky systému obsahujici 0 vynechat a na horni ¢tverec uplatnit nékterou iterac¢ni
metodu pro ¢tvercové systémy. Vynechanim miize ale dojit ke ztraté informaci.
Napriklad, ze systém neni feSitelny. Pro malé poloméry intervalt dava metoda
i tak solidni vysledky.

8.4 Urceni pocateéniho odhadu obalky

Itera¢ni metody vyuzivaji pii svém vypoctu jiz ziskany odhad obalky mnoziny
feSeni zadaného systému. Existuje nékolik metod, jak predbéznou obalku spocitat.
Prvni a nejjednodusi je pro intervalovy linearni systém Ax = b vyfesit sttedovou
soustavu
Ar =b°

a vysledny vektor z obalit néjakym intervalem. Otéazkou je jaky polomeér intervalu
zvolit. Jako vstup iterac¢nich metod staci pro polomeéry koeficientii mensi nez 0.1
prakticky pouzit polomér v fadu desitek az stovek.

Dalsi metodou je vyuzit predpodminéni. Pokud matice pfedpodminéného sys-
tému s malymi poloméry vypada tak, jak matice zobrazena v predchozi sekci, na
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pravé strané se v hornich n koeficientech nachéazi priblizné reseni systému. Ty-
picky je o néco uzsi, muzeme si vsak vzit jeho stfed a obalit ho néjakym vétsim
intervalem. Tato metoda je sice vypocetné naroc¢néjsi, ale vétsinou v iterac¢nich
metodach stejné predpodminujeme a odhad tak ziskdme navic.

Tteti metodou je vyuzit odhadu pouzivaného pro Krawczykovu metodu. 7 jiz
predpodminéného systému vezmeme horni ¢tvercovy systém. V jeho mnozin€ fe-
Seni se urcité nachézi feseni celého ptivodniho systému, protoze odebranim radkt
muzeme mnozinu feseni jen zvétsit. Pro tento ¢tvercovy systém pouzijeme ini-
cializa¢ni krok pro Krawczykovu metodu. Krawczykovu metodu samotnou zde
nepopisujeme. Pro jeji popis nutno nahlédnout do [6]. Zabyvat se budeme pouze
inicializacnim krokem. Da se ukéazat, Zze pokud systém spliuje urcité podmin-
ky, mnozina feSeni v pocatecni obalce zarucené lezi. Méjme nyni takto ziskany
¢tvercovy systém Ax = b, kde matice A je rozméri n X n. Definujme

E=1,—A.
Pokud plati || E|| < 1, mizeme pocateéni odhad urcit jako

o _ [=L1][b]

x, =———— pro(i=1,...,n).
e

Pro intervalovou maticovou normu

|A]l = m?XZ | Aijl-
j
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9. Prevedeni na ¢tvercovy pripad

V této kapitole se podivame na to, jak lze pfeurceny intervalovy lineadrni systém
prevést na ¢tvercovy systém. Pro ¢tvercové pripady existuje mnohem variabilnéjsi
skala algoritmi na jejich Teseni. Prevedenim na c¢tvercovy pripad tak ziskdme
pristup k dalsim metodam — Krawczykowa iteracni metoda, metody vyuzivajici
maticové rozklady apod.

9.1 Metoda nejmensich ¢tvercu

Také pro preurcené intervalové linearni systémy se da pouzit metoda nejmensich
¢tverci. Méjme systém intervalovy linearni Ax = b a jeho mnozinu Feseni

S={x; Ar=b,A€ A b€ b}.
Pak plati, ze S C 5%, kde
S* = {x; ATAx = ATh, A € A b <€ b}.

Vlastné aplikujeme metodu nejmensich ¢tvercii na kazdy systém Az = b obsazeny
v Ax = b. Plati S C S*, protoze mnozina S* muze byt vétsi, nebot metoda
nejmensich ¢tvercii nam vyda feseni, i kdyz dany systém reseni neméa. Dale pak
plati

kde
S ={z; Ax=bAc ATA bec ATb}.
Zde fesime systém AT Ax = ATb. Jestlize méla ptivodni matice A rozméry

m x n, mé matice AT A rozméry n x n. Dostavame tedy ¢tvercovy systém. Tato
metoda mé vsSak nékolik nevyhod. Narozdil od ptivodni soustavy ma totiz vzdy
feSeni, coz pro nas muze byt nevyhodné. Dalsi nevyhoda je, Ze matici nasobime
matici a diky velkému mnozstvi operaci nasobeni intervalt miize dojit k velkému
nartstu intervalovych koeficientti ve vysledné matici, a tudiz i k zvétseni mnozi-
ny feseni. Nehledé k tomu, Ze celd soustava ma kvadratické podminkové ¢islo, to
znamena, ze nepfesnosti v pocitani se na vysledku projevi az kvadraticky. Diky
zminénym nevyhodam je metoda prakticky ztézi pouzitelna.

9.2 Predpodminéni
Rekli jsme si, Ze pii feSeni soustavy AT Az = ATb dochazi k velkému nartistu

feSeni. Mame vSak moznost puvodni soustavu Az = b predpodminit jako v pfipa-
dé Gaussovy eliminace. Pouzijeme stejnou matici C'. Dostavame tak soustavu

(CA)T(CA)z = (CA)Tb.

Tato soustava jiz dava lepsi vysledky, nicméné porad v praxi nepouzitelné, jak
ukazeme v ¢asti o srovnani jednotlivych metod.
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9.3 Prevedeni na naddétverec

Nastésti metoda nejmensich ¢tverct se d& ekvivalentné vyjadrit jinak. Plati totiz
nasledujici pozorovani.

Pozorovani (Prevedeni na nad¢tverec). Méjme intervalovy linedrni systém
Ax = b, kde A md rozmery m X n, pro m > n. Plati

SCS*Cux,

kde x je intervalovy vektor, ktery je casti reseni intervalové soustavy

(ar5)(2)=(2)

Diikaz. Pro neintervalovy systém mfizeme soustavu AT Az = ATb prepsat ekvi-

valentné jako soustavu
I A y\ (b
AT 0 x ) \0)’

nebot po rozndsobeni dostaneme 2 soustavy

y+ Ax = b,
ATy =0.

Z prvni rovnice vyjadiime y = b — Az a dosadime do druhé. Dostaneme
AT(b— Az) = 0.

Po roznasobeni a jednoduché tpravé dostaneme AT Az = ATb. Pro druhy smér
muzeme kroky zopakovat pozpatku. Jelikoz si mtizeme predstavit intervalovy sys-
tém jako mnozinu systémi, miZeme tuto tpravu provést pro kazdy systém zvIAast
a dohromady zapsat jako intervalovou soustavu ve znéni pozorovani. Plati S* C x,
protoze, kdyz pfi feSeni intervalové soustavy bereme koeficienty z intervalové ma-
tice nezavisle na sobé, mtze dojit k urc¢itému nadhodnoceni.

]

Resime ¢tvercovy intervalovy systém, kde matice nalevo je fadu (m+n) x (m-+n).
Pokud je m vyrazné vétsi nez n dostaneme systém mnohem vétsi nez je ptivodni.
Napiiklad pro systém 50 x 3 dostaneme novy systém 53 x 53. Systém je opét
hiife podminén nez ptvodni systém, avSak nemé tendenci reseni tolik nataho-
vat, diky tomu, Ze zde nepouzivime nasobeni maticemi. Opét je zde vSak ten
nedostatek, ze metoda vyda teseni, i kdyz zadné feSeni neexistuje. Metoda tool-
boxu Intlab verifylss umoznuje feSit i pfeurcéené intervalové lineadrni systémy.
Pokud nahlédneme do zdrojovych kédi, zjitime, Ze toto je pravé metoda, kterou
Intlab pouziva. Po prevedeni na tento ¢tvercovy systém, je spusténa upravena
Krawczykova metoda, ktera je detailnéji popsana v ¢asti o Intlabu.
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9.4 Vyuziti podcétverca

Zatim jsme Ax = b prevadeéli na nadctverec. Jako vlastni dosud nepublikova-
nou metodu navrhujeme postup, kdy feseni budeme skladat jako prinik feseni
jednotlivych ¢tvercovych podsystémi. V kazdém kroku vybereme ndhodné radky
matice A, tak aby tvofili ¢tvercovou matici. Dale doplnime vektor pravych stran
prvky vektoru b, které odpovidaji prislusnym radkim. Cely algoritmus vypada
takto.

Algoritmus (Nahodné podétverce). Necht Az = b je intervalovy linedrni
systém, kde matice A je Tadu m X n pro m > n.

1. x je n-prvkovy intervalovy vektor s koeficienty [—oo, +00].
Opakugme kroky 3. aZ 5. dokud neni konec.

Vyberme ndhodné n-prvkovou mnozinu indexi K C {1,2,...,m}.
C={A,.|ieK},d={bi.|ic K}.

Vyfesme n x n ctvercovou soustavu Cy = d, necht y je jeji resen.

S

r=xNvy.
7. Pokud je prunik prazdny koncime, systém nemd tesent.

Pro mnozinu feseni S vzdycky plati

S C x.

Cim vice primikdl ¢étvercovych podsystémii prozkoumame, tim lepsi odhad na
vysledek ziskame. Aby mél pivodni preurceny systém feSeni, musi mit vSech-
ny feseni ¢tvercovych podsystému neprazdny prinik. Mize se stat, ze vysledek
bude znacné nadhodnocen. Mtize totiz teoreticky nastat ptipad, ktery ukazuje
obrazek 9.1. Pismeny S; a S5 jsou oznaceny mnoziny feseni dvou rtznych pod-
systému. Obdélnik vyplnény sedou barvou naznacuje idealni obal priniku téchto
dvou mnozin. Obdélnik se Sedym obvodem oznacuje velmi Sirokou obalku, kterou
muzeme dostat, pokud pronikneme obaly S a Ss.

~ AN / _
S,

S,

= V4 AW ~

Obrazek 9.1: Selhani metody podétverci

Pocet vSech ¢tvercovych podsystémaii je (:f) . Z toho vyplyva, zZe se metoda hodi
pro hodné malé n, nebo pro pripady, kdy m a n jsou si blizké. Urc¢itou nevyhodou
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také je, ze pokud vybirame c¢tvercové podsystémy nahodné, nevime, kdy meto-
du ukoncit. Dokud neprozkouméame vsech (7:) podsystémil, nemame jistotu, zda
jsme dostali nejlepsi moznou obalku mnoziny feseni, kterou ndm metoda mtize
nabidnout, ¢ zda systém viibec feSeni ma. Mame tedy na vybér. Bud prozkouma-
me samostatné vsechny mozné priniky intervalovych obalek vSech podsystém,
nebo miizeme metodu spustit zaroven s jinou metodou a podsystémy vybirat
nahodné jako prostiedek mozného zlepseni intervalové obalky. Pouzitim metody
v konkrétnich pripadech se budeme zabyvat v kapitole o testovani.
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10. Porovnani metod

V této predposledni a nejdelsi kapitole porovname z riznych hledisek algorit-
my, které jsme v minulych kapitolach pfedstavili. Abychom nemuseli porovnavat
vsechny najednou, porovname je nejdfive v ramci skupin, které jsou dany ka-
pitolou, kam doty¢né algoritmy patii. Po vybrani nejlepsich a nebo zajimavé
se chovajicich algoritmii je porovname mezi sebou. Testovat budeme z riznych
hledisek. Zajimat nas bude pfedevsim rychlost algoritmii a $itky vyslednych inter-
valovych obalek. Také nas bude zajimat, jak se algoritmy chovaji pro nefesitelné
systémy.

10.1 Testovaci soustava

Vsechny testy byly provadény na prenosném pocitaci Dell Inspiron 6400.
e Procesor Intel T2400, Core Duo, 1.83 MHz
e Pamét 2.50 GB, 987 MHz

Testovano pro Matlab R2009a.

10.2 Metodika testovani

Nejprve popiseme metodiku testovani. Budeme testovat metody jednak na sys-
témech Tesitelnych, abychom zjistili, jak tésnou obalku jsou schopny vypocitat.
Nésledné na systémech, které feseni nemaji, abychom odhalili pfipadné zvlastni
chovani algoritml, ze kterého se d4 nefesitelnost systému piimo poznat. Resitelné
systémy generujeme nadhodné, a to tak, Ze nejprve vygenerujeme matici A real-
nych ¢isel z daného intervalu [—z, z|, typicky pro # = 25. Stejné vygenerujeme
vektor feseni = a spocitadme pravou stranu soustavy jako b = Ax. Poté z A a b
vytvofime intervalovou matici A a intervalovy vektor b, tim, Ze obalime jejich
jednotlivé koeficienty nahodnymi malymi intervaly podle zadaného poloméru. Po-
kud zvolime naptiklad polomér 10~% znamen4 to, %e pro kazdy koeficient matice
A je ptislusny koeficient matice A interval

[ai; — €, aij + €], kde e < 107*.

Vygenerovana matice A ma pro rozméry m x n hodnost n s pravdépodobnosti
blizici se 1. Diky dopocitani pravé strany mame jistotu, Ze soustava bude mit
feSeni, a to minimalné jedno blizké z (diky moznym zaokrouhlovacim chybam).
Pokud zvolime poloméry intervalti malé, bude mit soustava feseni omezené. Vét-
Sina metod totiZ neni schopna rozpoznat neomezenou mnozinu feSeni (Rohnova
metoda, itera¢ni metody, metoda nejmensich ¢tvercil), proto nas zajima hlavné
omezend mnozina feSeni. Systémy bez Teseni generujeme tak, Ze vygenerujeme
matici A a vektor pravé strany b (tentokrat negenerujeme x) a prevedeme je stej-
nym zpusobem na intervalové A,b. Opét pro malé poloméry intervalti nebude
mit systém Teseni s pravdépodobnosti blizici se 1.
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Budeme testovat na systémech do radu zhruba 1000. Pocet testd bude zaviset
na velikosti systému a na rychlosti algoritmu. Pro malé matice a rychlé algoritmy
to budou radové tisice az stovky. Pro pomalé algoritmy a rozsahlé matice stovky
az desitky. Jak jiz bylo feceno, pokud to bude mit smysl, budeme testovat pro
systémy TeSitelné i nefesitelné zvlast. Poloméry intervali budeme nejéastéji brat
< 1071, < 1072 Jiné poloméry budeme pouzivat, pokud budeme chtit ukéizat
mezni chovani algoritmu. Nékteré algoritmy vyzaduji jako vstup maly kladny
vektor €. Ten budeme brat s koeficienty 0.01, 1075 (v textu ho pro zkraceni budeme
znadit ¢ = 0.01 nebo ¢ = 107°). Jiné koeficienty opét pouZijeme pokud budeme
chtit ukazat mezni chovani.

P1i srovnani sitek vyslednych intervalovych obalek budeme porovnavat vici
néjaké existujici metodé. Nejcastéji to bude metoda Intlabu verifylss. Obélku
metody vii¢i niZz porovnavadme budeme znadit z'**. Sitku intervalti budeme méfit
relativné po jednotlivych slozkach a pak ji jesté oproti vSem slozkam zpriméru-
jeme, tedy pro néjaky ziskany obal x délky n pocitame pomér jako

1 ~ w(z,)
n 121 w(xtest)

(2

vvvvvv

Pro sledovani doby béhu algoritmu budeme pouzivat vestavéné funkce Matla-
bu — tic, toc. Funkce tic nastavi ¢asovac¢ a funkce toc vrati aktualni hodnotu
casovace.

10.3 Jednotlivé skupiny algoritm

10.3.1 Rohnova metoda

V kapitole Rohniiv obal je uvedena pouze jedna metoda, nicméné vysledny obal
ur¢ujeme pomoci vektoru d. Ten miZeme najit dvéma zptisoby, bud pfimo, nebo
iteracné. Nas zde bude zajimat, kterd metoda je vyhodnéjsi. V piimé metodé
pouzivame pro vypocet d Matlabovskou funkci linsolve.

Nejprve se podivame na to, v kolika z testovanych pfipadt je pfima metoda
rychlejsi nez iteracni. Vysledky ukazuje tabulka 10.1. Z ni je vidét, Ze pro malé
matice je pfima metoda rychlej$i. Cim mensi polomér intervalfi, tim klesaji rozmé-
ry soustav, pro které je prima metoda rychlejsi. Naopak podle dalSich testi, ¢im
mensi €, tim tyto rozméry stoupaji. Zajimavou anomalii tvori polomeéry 0.1, kde
¢im mensi €, tim je pfimé metoda rychlejsi. Rozdily v rychlostech vsak nejsou pro
malé matice nijak dramatické, coz znazornuje nasledujici tabulka 10.2. Tabulka
ukazuje, na jakém desetinném misté se hodnoty ¢asti od sebe lisi (napf. 3 znamena
tisiciny). Pokud se v néjakém policku vyskytne vice hodnot, znamena to, zZe se 1isi
priblizné stejny pocet na danych fadech. Pokud tedy chceme porovnat metody z
hlediska c¢asového, nejprve se podivame do tabulky 10.1, abychom zjistili, ktera
metoda je rychlejsi, a poté do tabulky 10.2, abychom zjistili o kolik. Pro malé ma-
tice jsou metody témér stejné rychlé. Rozdily mezi metodami jsou zhruba v radu
stotisicin, coz je pod hranici pfesnosti metod sledujicich ¢as. Rozdily nastanou az
u velkych matic (fad vétsi jak 100), kdy itera¢ni metoda postupné prevladne. Pro
poloméry intervalil okolo 0.1 pro matice rozméra 200 x 170 ¢asto nastane piipad,
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kdy neplati podminka o(G) < 1. Diisledkem je, Ze se itera¢ni metoda nezastavi
(respektive i zastavi, ale vyda téméf nekonecné kladné d) a pfima metoda vraci
zaporny vektor d. V tabulce jsou oznaceny max. U mensich polomért jiz tyto
problémy nenastavaji.

Itera¢ni metoda vykona i pro velké matice fadové desitky kroki. Primeérné
pocty krokt ukazuje tabulka 10.3. Vice krokid probéhne, pokud jsou poloméry
intervalii vétsi. Cim mensi e tim vice krokt je zapotiebi.

Nyni nas budou zajimat primo vektory d. Jelikoz urcuji horni a dolni mez
vysledné obalky, plati ¢im mensi d tim 1épe. Pti testovani ndm ve vSech pripadech
vyslo, ze d nalezené iteracni metodou je mensi. Vyjimku tvoii extrémné nizké
hodnoty € a r. Tabulka 10.4 ukazuje v jakych fadech se lisi maximéalni rozdily
v koeficientech. Celkové se tedy iterac¢ni metoda chova vyhodnéji a budeme dale
jeji pouziti preferovat.

Demonstrovali jsme, jak lze obalku ziskanou Rohnovou metodou iterativné
vylepsit. Také jsme si ukazali, ze bohuzel nelze uzit postacujici podminka €. V na-
sledujicim testu jsme otestovali pro stejné rozmeéry a parametry soustav Rohnovu
itera¢ni metodu pro 10, 100 a 1000 kroki. Pti porovnani s Rohnovou neiteracni
metodou nemé smysl testovat ¢asy béht, nebof jsou metody pfiblizné 10x, 100 x
a 1000x pomalejsi. Budeme tedy testovat jen Sitku vysledné obalky. Pro rtizné
parametry systémi se metoda chova velmi podobné. Tabulka 10.5 ukazuje po-
méry pro systémy s r < 107* a € = 107°. Zatimco pro malé systémy je zlepSeni
obalky rapidni, pro vétsi matice i hodné iteracnich krokt pfinese jen malé zlepse-
ni. Pro malé systémy ma cenu vykonat kolem 100 krokii. Pro velké systémy staci
desitky — dalsi kroky by jiz byly zbytecné.

10.3.2 Gaussova eliminace

Na obélce ziskané Gaussovou eliminaci se casto projevi velké mnozstvi intervalo-
vych operaci, které je nutné béhem vypoctu vykonat. Zvlasté, kdyz nepouzijeme
predpodminéni. Diky tomu, Ze se béhem zpétné substituce pocita feseni od x,, k 1
s pomoci stale delsiho vektoru z, dostavame pro koeficienty s indexem blizkym
1 jiz znaéné nepiesné hodnoty. Napiiklad pro matici 15 x 13 o poloméru < 1073
jsme pomoci Gaussovy eliminace bez pfedpodminéni dostali obalku, kterou uka-
zuje tabulka 10.6 (v prvnim sloupci jsou stiedy intervalii a ve druhém poloméry
intervali jednotlivych koeficient).

Pro vétsi rozméry matic se ndm cCasto stane, ze algoritmus Gaussovy elimina-
ce skon¢i, nebot v prubéhu eliminace jiz nelze nanalézt zZadny pivot neobsahujici
prvek 0. Mtze se také stat, ze nenalezneme konec¢ny prinik pro x,. Tabulka 10.7
ukazuje na kolika systémech GE bez predpodminéni skon¢i v pritbéhu eliminace
(E) a na kolika v pribéhu zpétné substituce (S). Systémy, kterymi GE uspés-
né projde a ziskdme intervalovy vektor oznacime (V). Je vidét, Ze i pro velmi
malé matice dochazi k takovému natazeni intervalii, ze nelze v algoritmu dale po-
kracovat. Situace se vyrazné zlepsi pokud pouzijeme predpodminéni (zndzornéno
v tabulce 10.8). Pro matice s velkymi poloméry je GE pouzitelnd do fadu zhruba
40. S malymi poloméry GE dobéhne i pro velké matice.

Jiz vime, ze pokud pfi zpétné substituci pro preurceny systém pii pocitani pri-
nikd proménné x,, dostaneme prazdny prunik, systém nema reseni. Podivame se
tedy, jak ¢asto je GE schopna rozpoznat systém bez feseni. Nejprve opét zkusime
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e=001] e=001|e=10°]e=10"°
matice | r<0.1 |[r<107*| r<0.1 |[r<107*
5x3 98.9 99.2 99.2 98.6
15 x 10 97.2 96.4 99.0 96.9
25 x 21 94.1 2.2 98.0 1.9
35 x 23 6.2 1.5 97.7 1.0
45 x 31 2.3 1.6 97.6 1.3
50 x 35 2.5 1.3 96.5 1.3
100 x 87 1.6 0 98.4 0

Tabulka 10.1: Rohn — v kolika % pfipad je pfimé metoda rychlejsi

e=001]e=001|e=107°]e=10"°

matice r<01|r<107*| r<01 |r<10*
5x%x3 5 5 5 5
15 x 10 5/6 5 5 5
25 x 21 5/6/7 5 5 5
35 x 23 6 5 5 5
50 x 35 5 5 5 5
73 x 55 4 4 5 4
100 x 87 4 4 4 4
200 x 170 max 3 max 3
500 x 487 - 2 - 2
1000 x 967 - 1 - 1

Tabulka 10.2: Rohn — fady rozdili ¢ast pfimé a iterac¢ni metody

e=001]e=001|e=107°|e=10"°

matice r<01|r<107?| r<0.1 |r<107*
5x3 2 2 3.39 2
15 x 10 2.32 2 4.85 2
25 x 21 3.47 2 7.12 2
35 x 23 3 2 6.1 2
50 x 35 4 2 7.98 2
73 X 55 5.42 2 11.2 2
100 x 87 14.78 2 30.97 2
200 x 170 max 2 max 2
500 x 487 - 2 - 3
1000 x 967 - 2 - 4
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Tabulka 10.5: Rohn — poméry obalek Rohnovy itera¢ni metody (10, 100 a 1000

krok)

e=001] e=001 |e=107°]|e=10"°

matice r<01|r<107?| r<01 |r<10™*
5x3 3,4 7 6 7
15 x 10 2,3 7 6 7
25 x 21 2,3 6 5 7
35 x 23 2/3 6 5/6 7
50 x 35 3 6 6 7
73 x 55 2 6 5} 7
100 x 87 2 5) 5 6
200 x 170 max 5 max 6
500 x 487 - 4 - 6

systém

10

100

1000

5x%x3
15 x 10
25 x 21
35 x 23
50 x 35
70 x 55
100 x 87

0.73
0.89
0.94
0.95
0.97
0.98
0.98

0.57
0.82
0.90
0.92
0.94
0.96
0.97

0.50
0.76
0.87
0.90
0.93
0.95
0.97

proménnd | stred délka
1 0.1479 | 227.6698
X9 15.2091 | 172.5929
x3 11.1031 | 68.4653
T4 9.7809 | 64.1056
x5 -8.8168 | 27.2234
X 25.8164 | 25.8398
7 -19.0444 | 30.4596
xg -22.0799 | 11.0313
Ty 1.9649 | 12.1172
210 -19.1817 | 11.6841
11 -20.9670 | 1.9153
212 -4.6988 | 3.5407
13 3.1223 4.3894
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Tabulka 10.4: Rohn — fady absolutnich maximalnich rozdilt mezi d

Tabulka 10.6: GE — nartst vysledné obalky bez pfedpodminéni



r <1071 r <1074
systém | (V)  (E) (S) 1 (V) (E) (S)
5x3 100 100
15 x 10 35 51 17 | 100
25 x 21 100 | 9 33 58
35 X 23 100 | 1 3 96
50 x 35 100 100
73 x 5b 100 100
100 x 87 100 100
200 x 170 100 100
500 x 470 100 100

Tabulka 10.7: GE bez predpodminéni — procento predcasnych ukonceni

r <1071 r<107*

wten (V) ® [V B ©
5 x3 99 1 100
15 x 10 94 6 100
25 x 21 73 2 25 | 100
35 x 23 76 1 23 | 100
50 x 35 49 2 49 | 100
73 X 55 15 85 | 100
100 x 87 100 | 100
200 x 170 100 | 100
500 x 470 100 | 100

Tabulka 10.8: GE s pfedpodminénim — procento predcasnych ukonceni

r <107t r<10"*
systém | (V) (E) () )| (V) (&) (5 )
5x3 1 99 100
15 x 10 20 58 22 100
25 x 21 100 8 34 57 1
35 x 23 100 8 92
50 x 35 100 100
73 x 55 100 100
100 x 87 100 100
200 x 170 100 100
500 x 470 100 100

Tabulka 10.9: GE bez predpodminéni — detekce nefesitelnosti
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GE bez predpodminéni. Vysledky ukazuje tabulka 10.9. Detekované nefesitelné
systémy oznacujeme (N). Pro vétsi systémy dojde diky intervalovym operacim
k naristim intervalovych koeficientt, takze jiz prinik pro x, neni neprazdny.

I kdyz pouzijeme predpodminéni, situace se nezlepsi. Pii jeho pouziti dojde
vzdy k ur¢itému nartistu mnoziny feseni, takze i nefesitelny systém, zacne mit
néjaké feseni. Pro detekci nefesitelnosti malych systémi (¥ad kolem 10) s malymi
poloméry se hodi GE bez predpodminéni.

10.3.3 Iteracni metody

Pokud nepfedpodminujeme, existuje nékolik moznosti, jak v obou itera¢nich me-
todach pritazovat proménné k jednotlivym radktm. Pokud pfedpodminime, re-
dukuje se problém na iteracni metodu pro ¢tvercovy pripad. Bohuzel metody
bez pouziti pfedpodminéni nam davaji prilis velkou obalku mnoziny feSeni. Je to
zpusobeno velkym mnozstvim intervalovych operaci pfi vyjadfovani proménnych.
Pokud do iteracni metody dosadime prilis presny odhad feseni, mtize se stat, ze
se ho jiz itera¢né nepodari vylepsit. Pokud naopak dosadime odhad feseni prilis
nadhodnoceny, muze se stat, Zze metody nezkonverguji do tzké obalky. Budeme
testovat nasledujici metody (v zavorce uvadime zkratky, pod kterymi je budeme
kvuli zkraceni v textu prezentovat).

e Jacobiho metoda s ndhodnym vybérem fadka (Jrand)

Jacobiho metoda s pfedpodminénim (Jpre)

Gauss-Seidlova metoda s ndhodnym vybérem fadka (GSrand)

Gauss-Seidlova metoda s vyjadfovanim podle vSech fadka (GSall)
e Gauss-Seidlova metoda s pfedpodminénim (G'Spre)
e Linedrni programovani (Linprog)

Jako poc¢ate¢ni feseni budeme pouzivat odhady pomoci stfedové soustavy (pro
velikosti poloméri, kterymi se zabyvame stac¢i polomér predbézné obalky rovny
100) i pomoci Krawczykovy metody. Metody s piiponou rand pouzivaji jako
zastavujici podminku pevné dany pocet kroki.

Pted vlastnim testovanim zminime jeden problém pii predpodminovani, na
ktery jsme narazili. Pokud maji matice poloméry koeficientti blizké 10~ nebo
1072, mtiZe se stét, Ze pfedpodminénd matice obsahuje prvky 0 mimo diagonalu,
ale i na diagonale, tudiz iteracni metody nelze uzit. Pro matice s niz§imi polomeéry
jiz tyto problémy nenastavaji, proto musime iteracni metody testovat pro tyto
matice. Dalsim problémem je, Ze pro matice s polomérem intervali blizkych 0.1
nam pro Krawczyktuv odhad neplati podminka ||E|| < 1, metodu tedy nemizeme
pro odhad uzit.

Abychom byli schopni pocet krokt rand metod pro testovani odhadnout, nej-
prve se podivame kolik krokt itera¢ni metody s predpodminénim vykonaji. Ite-
racni metody nevykonaji mnoho kroktd. Tabulka 10.10 ukazuje primérné pocty
krokil pro riiznd zastavujici ¢, a to 0.01 a eps!. Odhad bereme pomoci Krawczy-
kovy metody. Je vidét, ze ¢im mensi ¢, tim vice itera¢nich kroki metoda vykona.

'Podle napovédy v Matlabu je eps = 272
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Pouziti eps je pro praktické ucely zbytecné nizké. Ukazuje spis limitni pocet krokt
pro velmi malé e. Velikost polomérii intervalti systému volime < 107%. Z tabulky
je vidét, ze obé metody provedou pftiblizné stejné krokid pro malé €. Pro vétsi
€ GSpre provede vyrazné méné krok.

Nyni jiz pristupme k testovani sitek ziskanych obalek. Srovnavat budeme ite-
racni metody s obalem ziskanym metodou verifylss. Itera¢ni metody bez pred-
podminéni Jrand a GSrand poustime 20 iteracnich krokid. U metody G Sall po-
uzivame, stejné jako u pre metod, zastavujici podminku e. Tabulka 10.11 ukazuje
vysledky pro ndhodné systémy s polomérem < 1073 a pro ¢ = 0.01. PouZivame
odhad pomoci sttedové soustavy.

7 této tabulky plyne nékolik zavérti. Metody s priponou rand davaji stejné
feseni. Jelikoz ¢iselné hodnoty jsou ve vétsiné pripadt totozné, uvazujeme z to-
ho, Ze se prvotni odhad mnoziny fesSeni nepodafrilo vylepsit. Metody nepouzivajici
predpodminéni nema tedy smysl pouzivat diky obrovské Sifce vysledné obalky.
Podle pomért sitek obalek metody s priponou pre konverguji ke stejnému fese-
ni. Na polomérech koeficient soustavy ani zvolenych e prilis nezalezi, pomeéry se
i tak pohybuji v fadech jednotek az desitek.

7 téchto metod tedy vitézi Jpre a GSpre. Zavérecnym porovnanim bude pri-
mérna doba béhu téchto dvou algoritmi. Zobrazena je v tabulce 10.12. Testovano
na systému s poloméry < 1073. Pro malé systémy je rychlejsi metoda Jpre o seti-
ny vtefin, avSak pro velké systémy je GSpre rychlejsi az o vtefiny (Casovy zlom je
v tabulce oddélen vodorovnou ¢arou). Cim mensi €, tim déle trva vipocet. Pokud
jesté snizime poloméry, ¢asové rozdily mezi metodami se zac¢nou rozplyvat, do-
konce Jpre zacne byt nepatrné rychlejsi. Pro dalsi porovnavani budeme testovat
metodu GSpre.

V avodu k itera¢nim metodam bylo feceno, ze pokud je priinik dvou po sobé
jdoucich obalek prazdny, systém nema Teseni. Bohuzel pfi testovani jsme zjisti-
li, Zze tento piipad nastava ziidka, a jesté k tomu pro malé matice. V pripadé
nepredpodminénych systémi bude neprazdny prinik zpiisoben ziejmé relativné
velkymi koeficienty. V ptipadé predpodminénych nariistem mnoziny feseni vlivem
predpodminéni. Nebude tedy spolehlivym ukazatelem nefesitelnosti systému.

10.3.4 Prevedeni na ¢tvercovy pripad

V kapitole pfevedeni na ¢tvercovy pripad jsme si predstavili dva zptsoby, jak
lze Tesit metodu nejmensich ¢tvercti prevedenim na c¢tvercovy pripad. Prvnim
zpusobem jsme dostali matici mensi, ale bylo vyzadovano nasobeni dvou inter-
valovych matic. Aplikaci druhé metody jsme dostali matici vétsi. Pii té nema
smysl predpodminiovat, nebot pokud pro FeSeni nadctverce vyuzivame iteracni
metody, prfedpodminéni probéhne pred samotnou itera¢ni metodou a predcho-
zi predpodminéni by jen zbytecné roztahlo mnozinu feseni. Obé metody vraceji
feseni, i kdyz soustava zadné feSeni neméa. V prvnim pripadé nicméné ani pred-
podminéni problém nezachrani, nebot dostaneme feSeni zbyteéné roztahlé, jak
ukazuje nasledujici priklad. Pro systém Ax = b
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e=0.01 € = eps
systém Jpre  GSpre | Jpre  GSpre
15 x 10 2.07 2.05 6.10 5.26
25 x 21 2.28 2.18 6.98 6.18
35 x 23 2.36 2.27 7.31 6.30
50 x 35 2.46 2.37 7.94 6.73
73 x 55 2.94 2.76 8.40 7.20
100 x 87 3.10 3.00 11.9 9.00

Tabulka 10.10: Itera¢ni metody — primérny pocet kroki

matice Jrand Jpre GSRand GSall GSpre
5x3 9.4 x 10* | 1.6960 | 9.4 x 10* 5 x 10* 1.6959
15 x 10 | 4.11 x 10* | 10.7055 | 4.11 x 10* | 4.11 x 10* | 10.7031
25 x 21 | 1.44 x 10* | 33.2188 | 1.44 x 10* | 1.44 x 10* | 33.2105
35 x23 | 1.75 x 10* | 5.915 | 1.75 x 10* | 1.75 x 10* | 5.9149
50 x 35 | 1.15 x 10* | 9.7655 | 1.15 x 10* | 1.15 x 10* | 9.7639
73 x 55 | 6.568 x 10 | 4.63 | 6.58 x 103 | 6.58 x 103 | 4.63
100 x 87 | 2.83 x 103 | 7.99 |2.83 x 10® | 2.83 x 10? 7.99

Tabulka 10.11: Itera¢ni metody — poméry ziskanych obalek

e=0.01 e=10"°

systém Jpre GSpre Jpre GSpre
5% 3 0.0213  0.0219 0.023 0.0242
15 x 10 0.0518 0.059 0.0659  0.0741
25 x 21 0.1029 0.1174 0.1424 0.1543
35 x 23 0.1224 0.1349 0.1609 0.1706
50 x 35 0.1954  0.2059 0.267 0.2789
73 x 55 0.3441  0.3610 | 0.4471 0.478
100 x 87 | 0.8877  0.8537 | 1.2584  1.1098
200 x 170 | 1.7962 1.7024 2.15 2.0447
500 x 470 | 12.2193 10.2190 | 13.8454 11.4155

Tabulka 10.12: Itera¢ni metody s pfedpodminénim — primeérné casy
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[16.9998, 17.0002 ] [ 28.9993, 29.0007 | [ 40.9992, 41.0008 |
[8.9994, 9.0006 ] [ 13.9999, 14.0001 ] [ 10.9991, 11.0009 ]
A= | [15.9991, 16.0009] [25.9999, 26.0001] [3.9993, 4.0007] |,
[13.9998, 14.0002 | [ 17.9993, 18.0007 | [ 7.9990, 8.0010 |
[12.9999, 13.0001 ] [ 36.9992, 37.0008 | [ 20.9990, 21.0010 |

[16.2107, 75.7893 |
[ 27.9484, 60.0516 ]
b= | [-61.0726, 135.0726 ]
[-14.6424, 102.6424 |
[-36.5122, 80.5122 |

dostavame pouzitim metody nejmensich ¢tverci s ndsobenim matic a pfedpodmi-
nénim néasledujici feSeni

[-67.4786, 145.2822 ]
@y = | [-87.6047, 42,3447 |
[-36.6750, 38.7357 |

Pr1i prevedeni na nadc¢tverec dostaneme

[-9.0921, 17.9360]
@, = | [-6.8996, 4.7132]
[-3.6517, 4.0093]

P¥i porovnani ¢asovych slozitosti druha metoda je rychlejsi (testovano pro matice
do fadu 100 x 87) a pro tyto matice se ¢asy lisili v praméru v tisicinich sekundy.

Nyni prejdéme k metodé podcétvercii. Pro malé rozméry se vyplati testovat
pruniky vSech moznych podétvercti. Nutno podotknout, ze jich je (’:) Vsechny
kombinace generujeme pomoci funkce Matlabu nchoosek 2. V tabulce 10.13 jsou
uvedeny pfiblizné éasy pro malé matice. Ctvercové podmatice fesime s pomoci
metody Intlabu verifylss. Metodu se vyplati pouzivat, pokud m in jsou si blizké
i pro relativné velkd m. Jestlize jsou rozméry matice velké, vybirdme predem dany
pocet ¢tvercovych podsystémi, z jejichz feSeni pronikdme vyslednou obalku. Opét
zde nelze pouzit zastavujici podminka s kladnym vektorem e. Duvod je stejny
jako u Rohnovy itera¢ni metody, kde vybirame nahodné matice z intervalové
matice nebo u itera¢nich metod, kde vybirame nahodné radky z matice. Otestovali
jsme metodu podcétverct s poctem opakovani 10, 50 a 100. Vysledky ukazuje
tabulka 10.14. Pro malé matice m x n nedojde k pfilis velkému zlepseni obalky
s pribyvajicim poctem iteracnich krokt, nebot 10, 50 i 100 jsou relativné blizké
kombinac¢nimu ¢islu (:;L) Zlepseni nastane az s vét$imi maticemi. Poméry obalek
porovnavame opét s metodou verifylss. Ukazuje se, ze pomérné rozumna volba
je, kdyz pro systém testujeme m c¢tvercovych podsystémii.

Pokud nalezneme podsystém, ktery neméa prinik s dosavadnim fesenim, pak
cely ptivodni systém nema feSeni. Testovali jsme pro systémy s polomeéry

<1071, <1073, <1073, <1074

2V napovédé k Matlabu je uvedeno, ze ma smysl pouzivat tuto funkci pro nmax 15.
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Prohledavali jsme vzdy 50 ndhodnych ¢tvercovych podsystémt. Kromé pripadi
pro nefesitelné systémy s poloméry < 10! pro vétsi matice, se podaiilo detekovat
100 % pripadd. Pramérné pocty kroka potiebné k odhaleni nefeSitelnosti jsou
uvedeny v tabulce 10.15. Vyjimky jsou oznaceny symbolem X, ktery znamena, ze
béhem provedenych 50 kroki se nepodaiilo neexistenci feseni detekovat. Cim
mensi poloméry matic, tim stac¢i k urceni nefesitelnosti mensi pocet krokii.

10.3.5 Linearni programovani

Pokud pro urceni pfesného obalu feSeni systému Axr = b, kde matice A ma
rozméry m X n, prohleddvame vSechny ortanty (2n x 2" tloh linedrniho progra-
movani), je ¢asova naro¢nost zna¢na. Jak ostatné ukazuje tabulka pfibliznych
casu 10.16. V pripadé, ze prohleddvame jen nékteré ortanty urcené znaménko-
vym vektorem predem vypocitané obalky (zde metodou verifylss) dostavame
hy linedrniho programovani pouzivdme Rohnovu metodu verlinprog. Na konci
této kapitoly az budeme srovnavat jednotlivé site vyslednych obalek vsech algo-
ritmi, budeme pro malé matice porovnavat s linearnim programovanim. Pro vétsi
matice budeme z ¢asovych divodi porovnavat s metodou verifylss.

10.4 Celkové porovnani

Pro celkové porovnani vSech metod jsme vybrali zastupce vSech skupin. Testovat
budeme nésledujici algoritmy. Pro snadné oznaceni v textu je opét oznacime
zkratkami.

e Gauss-Seidlova metoda s pfedpodminénim (G Spre).

e Gaussova eliminace (Gauss).

Rohnova metoda (Rohn).

Metoda nejmensich ¢tverct (Lsq).

Metoda podétverci (Subsq).

Metoda Intlabu verifylss (Verifylss).

10.4.1 Rychlost algoritmi

Prvni, co nas bude zajimat je doba béhu jednotlivych algoritmt. Metoda G.Spre
pouzivé jako zastavovaci vektor e = 0.001 a odhad Teseni ziskany pomoci sttedové
soustavy. Cas poc¢itame i s odhadem Feseni. Metoda podétverctt bude ndhodné vy-
birat m pod¢tverct pro soustavy o rozmérech m x n. Gaussovu eliminaci budeme
uzivat s predpodminénim. Rohnovu metodu budeme uzivat s itera¢nim hledanim
d a s ukoncujicim vektorem rovnéz e = 0.001. Pro feSeni metody nad¢tverce (Lsq)
budeme pouzivat Krawczykovu iteracni metodu (odkaz na ni je mozné najit v ka-
pitole o pfevedeni na ¢tvercovy piipad). Prumérné casy ukazuje tabulka 10.18.
Testovany jsou na soustavach s poloméry intervalt < 10~%. Vyrazné nejhti do-
padla Gaussova eliminace. Naproti tomu nejlépe dopadla Rohnova metoda a za
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Tabulka 10.13: Metoda podctverct — ¢asy pokud vyjadiujeme vSechny podcétverce

matice | ¢as(sekundy)
5x3 0.1

9 x5 0.6

11 x6 2.15
13x7 7.67

15 x 13 0.62

15 x 7 28.16

23 x 19 42.43

40 x 39 0.30

40 x 38 4.47

r <1072 r<10"4

systém 10 50 100 10 50 100

5% 3 0.8263  0.8208 0.8208 | 0.8685  0.8623  0.8623
15 x 10 | 1.1910 1.0088  0.9474 | 1.1804 0.9681 0.9331
25 x 21 | 1.2950 1.0267 1.0061 | 1.2745 1.0337 1.0070
35 x 23 | 1.8898 1.2903 1.2079 | 1.8181 1.3010 1.1928
50 x 35 | 2.1116 1.4941 1.3975 | 2.0147 1.4294 1.3407
73 x 55 | 2.2965 1.7698 1.5979 | 2.0864 1.6126 1.4845
100 x 87 | 2.2878 1.6822 1.5669 | 1.9955 1.5266 1.4084

Tabulka 10.14: Metoda podctvercii — zlepSeni obalky v zavislosti na poctu pro-

hledanych podsystémi

r<107! r<1072 r<1073 r<10*
5x3 2.15 2.06 2.08 2.11
15 x 10 2.3 2.03 2 2
25 x 21 3.02 2.08 2.02 2
35 x 23 3.09 2.06 2 2
50 x 35 6.93 2.1 2.01 2
73 X 55 X 2.2 2 2
100 x 87 X 2.3 2 2
200 x 170 X 5.3 2.1 2

Tabulka 10.15: Metoda podctvercti — primérné pocty krokt potfebné k detekci

neresitelnosti

Tabulka 10.16: Linearni programovani — ¢asy pfi prohledani vSech ortantt

matice

¢as

5% 3
9x5
13 x7
15x9
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ni v tésném zavésu metoda verifylss. Pokud jesté zmensime polomeéry intervalt
(na < 107°) nebo pokud zmensime ¢ na 10~° poradi rychlosti zlistava zachovéano.

10.4.2 Presnost algoritmu

Sitky obalek budeme testovat nadvakrat. Pro malé systémy budeme porovné-
vat s optimalnim obalem ziskanym pomoci linearniho programovani. Pro systém
s poloméry < 107* a € = 0.001 dostavame tabulku 10.19. Je vidét, ze Rohnova
metoda nedava moc dobré vysledky, to je zpiisobeno velkym e vzhledem k polo-
méru koeficientti systému. Pokud poloZime ¢ = 1075 dostaneme nésledujici vy-
sledky v tabulce 10.20. V obou dvou pripadech pouzivame metodu podctverct
s prohledanim vsech podsystémi. Z tabulky vidime, Ze pokud prohledame vsech-
ny podsystémy dostaneme obal velmi blizky idealni obéalce. Metody verifylss
a Lsq davaji stejnou obalku, coz je zplisobeno tim, Ze i metoda verifylss vyu-
zivd metodu nejmensich ctvercii. Porovnanim cast zjistime, ze verifylss je im-
plementovana efektivnéji. Prekvapivym zjisténim je, ze metoda GSpre a Gauss
davaji stejnou §ifi obalky. Pri¢itame to tomu, Ze u obou metod vyuzivame stejné
predpodminéni.

Pro malé systémy davaji linearni programovani a metoda podcétverci témer
stejné obalky. Podivame se na porovnani casii. Protoze kdyby metoda podctverct
byla rychlejsi nez linearni programovani, bylo by vhodné ji v konkrétnich pripa-
dech pouzit. Priumérné Casy ve vtefinach pro rtzné poloméry ukazuje tabulka
10.21. Je vidét, ze pro malé systémy nebo pokud jsou si maticové rozméry bliz-
ké je rychlejsi metoda podcétvercli. Pro vétsi poloméry je linedarni programovani
vyrazné pomalejsi, coz pri¢itaAme vnitini implementaci verlinprog.

Pro stejné systémy a € = 10~° budeme velké rozméry matic z ¢asovych diivodi
porovnavat s metodou verifylss. Pii metodé podétverct vybirame pro systémy
velikosti m x n jiz jen m podsystému. Dostavame tabulku 10.22. Nejlépe vychazi
Rohn a Lsq, které jsou srovnatelné s verifylss.

10.5 Neresitelnost systému

To, 7Ze systém nemd Teseni mtizeme poznat nékolika zptisoby. Méjme intervalovy
linearni systém Az = b, kde matice A ma rozméry m x n. Pokud méa pro kazdy
podsystém Az = b matice [ A|b]| hodnost rovnou n+ 1, pak kazd4 matice A musi
mit hodnost n a podle Frobeniovy véty systém Az = b nema feseni. To, Ze ma
intervalova matice hodnost rovnou poctu svych sloupcti zjistime podle néasledujici
postacujici podminky. Odkaz je mozno najit v [9].

Postacujici podminka (hodnost rovna poctu sloupcu). Méjme intervalo-
vou matici A = [A® — AR A° + AR] o rozmérech m x n. Pak plati, Ze vsechny
matice A € A maji hodnost rovnou n, pokud A¢ md hodnost n a zdroven

o(|(A°)*]A%) < 1,
kde (A°)* je Moore-Penroseova inverze A°.
Jelikoz ma A€ linearné nezavislé sloupce diky hodnosti n, mtizeme spocitat
C C & -1 C
(A9)F = ((A)"(A9)) (A"
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matice ¢as

5 x3 1 sec
15 x 10 | 3.5 sec

25 x21 |13
35 x23 |19
45 x 31 | 43

sec
sec
sec

55 x 35 | 1 min
73 X 55 | 9 min

Tabulka 10.17: Linearni programovani — ¢asy pfi vyuziti znaménkového vektoru

matice | GSpre

Gauss Rohn

Lsq | Subsq | Verifylss

d X3 0.022
15 x 13 | 0.0731
35 x 23 | 0.1257
50 x 35 | 0.1927
100 x 87 | 0.4961

200 x 170 | 1.3616

0.0239 | 0.00096
0.1365 | 0.0018
0.5657 | 0.0026
1.1618 | 0.0048
4.9578 | 0.034

19.7027 | 0.1678

0.0124 | 0.0217 0.0046
0.0144 | 0.0666 0.005
0.0226 | 0.1625 0.0065
0.0373 | 0.2513 0.0103
0.1894 | 1.0431 0.0386
1.2556 | 6.3006 0.2428

Tabulka 10.18: Primérné casy vSech metod ve vtefinach

matice | GSpre

Gauss | Rohn

Lsq | Subsq | Verifylss

5 x 3 | 1.9054
9 x5 | 4.1892
13 x 7| 3.5314
15 x9 | 5.4511

1.9054 | 20.0494
4.1892 | 11.4236
3.5214 | 9.5117
5.4511 | 6.9811

1.1932 1 1.1932
1.1780 1 1.1780
1.2021 1 1.2021

1.1543 | 1.0001 1.1543

Tabulka 10.19: Poméry Sifek obalek v§ech metod — malé systémy (e = 0.001)

matice | GSpre

Gauss | Rohn

Lsq | Subsq | Verifylss

dx3 | 9.3552
9x5 | 6.5017
13 x 7 | 19.1848
15 x 9 | 14.7869

9.3555 | 1.6560
6.5020 | 1.3201
19.1955 | 1.2982
14.7907 | 1.2161

1.3740 1 1.3740
1.2047 1 1.2047
1.2039 1 1.2039

1.1607 | 1.0001 1.1607

Tabulka 10.20: Poméry &ifek obédlek vSech metod — malé systémy (e = 107°)

r <1071 r<10"*
systém | Linprog Subsq | Linprog Subsq
5x3 1.078 0.055 0.88 0.056
9x5b 1.67 0.61 1.6367 0.55
13x7 3.52 9.01 2.59 7.39
15 x 13 20.79 0.72 6.79 0.48

Tabulka 10.21: Srovnani ¢asti linearniho prog. a metody podc¢verct pro malé sys-

témy
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Systém Ax = b, kde matice A ma rozméry m xn je nefesitelny, pokud intervalova
matice [A|b] ma hodnost rovnou n + 1. Pokud vSak podminka neplati, nejsme
schopni o nefesitelnosti nic rici.

Nefesitelnost systému miizeme poznat i nékterymi algoritmy, které jsme si
dosud predstavili. Predné je to linedrni programovani. Pokud nenalezne feSeni
v zadném ortantu, systém nemad TeSeni. Déale pro malé systémy jsme schopni
neresitelnost poznat Gaussovou eliminaci bez predpodminéni. Pro systémy s po-
loméry koeficientt mensimi jak 1072 jsme schopni nefeSitelnost spolehlivé poznat
metodou podctvercti.

10.6 Idealni algoritmus

Zalezi k jakému systému pocitame obalku mnoziny feseni. Pokud mame maly sys-
tém, vyplati se vyuzit metodu podctverct a spocitat obalku velmi blizkou obalu.
Tato metoda neklade zadné podminky na poloméry intervali systému. Navic
mame moznost detekovat piipadnou nefesitelnost systému. Pro vétsi systémy téz
bez omezeni mizeme vyuzit metodu nejmensich c¢tverctt. Pokud se vSak zfekne-
me detekce neresitelnosti. Srovnatelné vysledky dava Rohnova metoda, ktera je
jesté o néco rychlejsi. Je zde vSak problém, ze pro poloméry blizké 0.1 se obcas
nepodaii nalézt hledany vektor d. Itera¢ni metody déavaji velmi dobré vysledky
pro ¢tvercové systémy, pro preurcené se vsak prilis nehodi. Stejné tak Gaussova
eliminace dava pro velké systémy prilis Siroké obalky. Metodou podc¢tverct ta-
ké muzeme urcit pocatecni obalku systému. Staci vybrat ndhodné nékolik méalo
¢tvercovych podsystémil a jejich prinik vezmeme za odhad obalky.

Vysledky, které algoritmy se hodi pro konkrétni ptipady, shrnujeme pro pre-
hlednost v néasledujici tabulce. Tabulka ukazuje shrnuti poznatki z testovani pro
preurcené linearni systémy do fadu zhruba 1000. V prvnim sloupci jsou uvedeny
vlastnosti systému. Slovo ,libovolny“ znamena, ze systém je libovolné velikosti.
Druhy sloupecek zobrazuje pripadné dalsi pozadavky. Pokud je nékde uvedeno
»,+ Cas“ znamena to, Ze nas zajima i doba vypoctu. V pravém sloupci jsou uve-
deny metody, které se pro danou kombinaci systému a nasich pozadavkit hodi.

systém m X n co chceme metoda

libovolny obal Linprog
max(m,n) < 20, blizké m,n témér obal + Cas Subsq
max(m,n) < 100,m —n < 3 co nejuzsi obalka Subsq

libovolny, m —n > 3 co nejuzsi obalka Verifylss

libovolny, r < 1072 co nejuzsi obalka + cas Rohn

libovolny detekce neresitelnosti Linprog
libovolny, r < 107! detekce nefesitelnosti + cas Subsq
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matice GSpre | Rohn Lsq | Subsq | Gauss
35 x 23 | 11.1655 | 1.0177 | 1.000 | 1.4045 | 11.1664
50 x 35 | 11.8722 | 1.0108 | 1.000 | 1.5445 | 11.8736
100 x 87 | 13.513 | 1.0014 | 0.9999 | 1.4222 | 13.515
200 x 170 | 16.3620 | 0.999 | 0.9998 | 1.8641 | 16.3639

Tabulka 10.22: Poméry sitek obalek vsech metod — velké systémy
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11. Intlab

11.1 Uvod

Veskeré algoritmy vytvorené a pouzité v této praci jsou napsany v jazyce Matlab.
Intervalové pocitani je feseno s pomoci toolboxu Intlab. Tato kapitola je vénovana
pravé Intlabu, jednak z dtivodu snadného pochopeni metod pouzitych v algorit-
mech a jednak kvili tomu, ze v ¢eském jazyce (pokud je ndm znamo) neexistuje
zadny zakladni ivod k Intlabu. Nésledujici text mize v budoucnu slouzit jako
zékladni Gvodni material. Zde se zabyvame predevsim casti Intval, ktera obsta-
rava zakladni funkcénost intervalového pocitani. Detailnéjsi popis této i ostatnich
¢asti 1ze nalézt v [6], [14] nebo pfimo v demo materidlech Intlabu. V této kapitole
predpokladame pouze zékladni znalost jazyka Matlab.

11.2 Popis Intlabu

Intlab je volné dostupny soubor nastroju pro Matlab. Roku 1998 ho vytvofil pro-
fesor Siegfried M. Rump. Hlavnim cilem jsou rychlé vypocty a jednoduché pouziti
prii vytvareni kodu. Dalsi snahou je, aby ziskané vysledky byly verifikované, tedy
abychom meéli jistotu, ze hledané feSeni se v nasem vysledku opravdu nachazi. Je
zaloZen na systému BLAS!. Predpokladem je, %e pocitacova aritmetika spliiuje
standard IEEE-754. Systém je kompletné napsany v jazyce Matlab s vyjimkou
jedné procedury setround (x)? slouzici pro nastavovani sméru zaokrouhleni. Ak-
tudlni nastaveni sméru zaokrouhlovani lze zjistit prikazem

getround ()

Standard IEEE-754 a funkce setround jsou jedinym limitem prenositelnosti mezi
riznymi stroji a operacnimi systémy.

11.3 Soudasti Intlabu

Intval - Zakladni ¢ast, definujici typ interval. Definuje operace a funkce na in-
tervalech. Prevazné touto c¢asti se v této kapitole budeme zabyvat.

Long - Umoznuje praci s Cisly s nastavitelné velkou pfesnosti.

Polynom - Toolbox pro praci s polynomy. Umoznuje generovat nahodné poly-
nomy, vycislovat jejich hodnoty, hledat jejich kofeny. Umoznuje i praci s in-
tervalovymi polynomy. Obsahuje pfeddefinované typy nékterych znamych
polynomi.

Gradient, Hessian, Slope, Taylor - Toolboxy pro automatickou diferenciaci
riznych fadt a Taylorovy rady.

!Basic Linear Algebra Subroutines.
2parametr x: -1 k nejbliz§imu dolnimu, 0 k nejbliz§imu, 1 k neblizsimu hornimu.
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11.4 Zapojeni Intlabu

Pro zprovoznéni Intlabu je nutné ucinit dva kroky. Zaprvé je potieba v kofenovém
adresari Intlabu zménit v souboru startup.m radek

cd ’c:\intlab’

kde je nutné do uvozovek napsat plnou cestu adresare, kde je Intlab ulozen. Dale
je nutné pridat do seznamu cest Matlabu adresar, kde je ulozena knihovna Intlab.
To provedeme v hlavnim menu posloupnosti akci

File->Set Path->Add Folder

Nevadi pokud k souboru, kde jsou ulozeny cesty Matlabu neméame ptistupova pra-
va. Matlab se nas automaticky zeptéa, zda ma vytvorit lokalni kopii tohoto souboru
v nasem domovském adresaii. Tim je zaruceno, ze pii kazdém spusténi Matlabu
dojde k inicializaci knihovny Intlab a nacteni vSech modulti potfebnych pro jeji
béh. Pokud nechceme, aby se Intlab spoustél pii kazdém spusténi Matlabu, ne-
provedeme vysSe uvedené zmeény. Je mozné ho jednorazové inicializovat piikazem
startintlab v piikazové fadce Matlabu. Predtim je nutné zménit adresarovou
cestu na adresar, kde je ulozen Intlab, nebo tento adresaf mit v cestach Matlabu.

11.5 Intval

11.5.1 Definice intervalu

Intlab z vypocetnich dtivodl uchovava realné intervaly ve tvaru infimum, supre-
mum. A komplexni intervaly ve tvaru stfed, radius. Pokud krajni meze intervalt
nejsou reprezentovatelné, Intlab provede zaokrouhleni (dolni mez na nejblizsi dol-
ni reprezentovatelné ¢islo, horni mez na nejblizsi horni reprezentovatelné ¢islo).
Ke zméné zaokrouhlovani se pouzije pravé vyse zminéna funkce setround. Intlab
umoznuje kazdy interval definovat tfemi zptisoby:

1. x = intval(7)
2. x = infsup(2.3+31,2.5-0.21)
3. x = midrad(2.5,0.05)

Ptipad 1. slouzi pro zadani intervalové hodnoty. Radek 2. udavé interval po-
moci infima a suprema. A pomoci 3. zadame realny interval pomoci stredu a po-
loméru. U prvniho pfipadu je vSak nutné davat pozor. Idealni piipad je, ze dané
¢islo 7 bude obaleno malym intervalem. V pfipadé reprezentovatelnosti ¢isla tento
interval bude nulového poloméru, zde [7,7]. U ¢&isel, které vsak nejsou strojové
reprezentovatelna se miize stat, ze v takto malém intervalu se ptivodné zadané
¢islo nebude nachéazet. Je proto lepsi chapat ptikaz x = intval(7) jako konver-
zi Cisla typu double na typ interval. Pivodniho zaméru dosdhneme pouzitim
prikazu

x = intval(’7?)
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timto pfikazem je provedena konverze Tetézce na interval, tentokrat se zacho-
vanim a spravnou konverzi mezi. Pokud do fetézce dosadime vice intervalovych
hodnot, Intlab ho pfevede na vektor intervali. Tento vektor miizeme pretvaro-
vat do matice m x n pouzitim funkce reshape(x, m, n). VSechny tyto prikazy
pracuji také s vektory a maticemi. Prislusné matice si musi rozmérové odpovidat.
U midrad je mozné navic zadat pro vSechny prvky matice jednotny polomeér.

>> i = intval([1.1 2.3; 3.1 4.3])

intval i =

[ 1.1000, 1.1001] [ 2.2999, 2.3000]

[ 3.1000, 3.1001] [ 4.2999, 4.3000]
>> i = infsup( [1 2; 3 4], [ 1.1 2.3; 3.14.31])
intval 1 =

[ 1.0000, 1.1001] [ 2.0000, 2.3000]

[ 3.0000, 3.1001] [ 4.0000, 4.3000]
>> i = midrad( [1 2; 3 4], [ 0.1 0.3; 0.1 0.31] )
intval i =

[ 0.8999, 1.1001] [ 1.6999, 2.3001]

[ 2.8999, 3.1001] [ 3.6999, 4.3001]
>> i = midrad( [1 2; 3 4], 0.1)

intval i =

[ 0.8999, 1.1001] [ 1.8999, 2.1001]

[ 2.8999, 3.10011 [ 3.8999, 4.1001]

Mezi jednotlivymi forméaty zobrazeni lze prepinat piikazy
format midrad, format infsup, format _

i = midrad( 1, 0.01);
>> format infsup
>> i
intval i =
[ 0.9899, 1.0101]
>> format midrad
>> i
intval i =
< 1.0000, 0.0101>
>> format _
>> i
intval 1 =
1.00__

To, jak se intervaly budou standardné zobrazovat, lze nastavit prikazy

intvalinit(’displaymidrad’)
intvalinit(’displayinfsup’)
intvalinit(’display_’)
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11.5.2 Zakladni intervalové funkce

Jak je u Matlabu zvykem, funkce pracuji ¢asto jak pro jednotlivé intervaly, tak
i pro vektory a matice. Pro vektory a matice jsou funkce aplikovany na jednotlivé
koeficienty zvlast. Funkce a operace pracuji tak, jak jsme je definovali v kapitole
o intervalové aritmetice, jejich definice tedy nebudeme znovu uvadeét.

mid(a) - vraci stfed zadaného intervalu
rad(a) - vraci polomér zadaného intervalu
inf(a) - vraci dolni mez intervalu

sup(a) - vraci horni mez intervalu
mag(a) - vraci magnitudu intervalu

mig(a) - vraci mignitudu intervalu

11.5.3 Zakladni funkce a operace

Zakladni aritmetické operace (+,-,%*,/,”) funguji i pro intervaly. Pozor je po-
tfeba dat u maticového nasobeni, kdy Intlab standardné pouziva rychlé nasobeni
(zapina se piikazem intvalinit(’fastivmult’)), které muze nadhodnotit ide-
alni vysledek az o 1.5 poloméru. Pro dilezité vypocty existuje presnéjsi varian-
ta, které ale trva déle (intvalinit (’ sharpivmult’)). Intval definuje elementéar-
ni verifikované funkce pro intervaly. Opét pracujici s intervaly, vektory i maticemi
intervalti. Obsahuji:

e goniometrické funkce (sin, cos, tan, cot, sec, cosec)

e cyklometrické funkce (asin, acos, atan, acot)

e hyperbolické funkce (sinh, cosh, tanh, coth)

e hyperbolometrické funkce (asinh, acosh, atanh, acoth)
e logaritmy (log, log2, log10)

e exponencidly (exp)

11.5.4 MnozZinové operace

in(a,b) - vraci 1 pokud se prvek a nachazi v intervalu b, a muze byt interval
i ¢islo

in0O(a, b) - vraci 1 pokud a lezi ve vnittku intervalu b

intersect(a,b) - spocita prunik intervald, pokud nemaji spole¢ny prinik vraci
NaN

emptyintersect(a,b) - pokud chceme testovat prazdnost priniku volame tuto
funkci, vraci 2 proménné, prvni je logicka proménnd, ktera nabyva hodnoty
1 pfi prédzdném priniku, jinak 0, druhd je prunik (NaN pfi prazdném)
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hull(a,b) - pro sjednoceni intervalii a, b se nepouziva funkce union, ale hull, ktera
vytvoii obal intervalt a, b

eq(a,b) - vraci 1 pokud se a, b rovnaji, jinak 0
ge(a,b) - implementuje relaci >, vraci 1 pokud plati, jinak 0
le(a,b) - implementuje relaci <, vraci 1 pokud plati, jinak 0

Intlab obsahuje dalsi mnozstvi funkci, které zde z prostorovych divodi neuvadi-
me. Jejich detailni popis je mozné nalézt v demo materidlech Intlabu nebo pfimo
v m-souborech pfislusejicich jednotlivym funkcim. V kazdém z nich se nachéazi
nejen detailni popis funkce, ale i seznam provedenych zmén v implementaci.

11.5.5 Maticové funkce

Jak jiz bylo feceno vstupem funkci mohou byt ve vétsiné pripadt i matice. Intlab
dokonce podporuje operace pro fidké matice (sparse matrices). Dulezitou operaci
je inverze intervalové matice. Inverzni matici k ¢tvercové A spocitame pomoci
inv(4).

11.5.6 Systémy rovnic

Intlab obsahuje vestavéné funkce pro verifikovany vypocet obalky feseni linearnich
i nelinearnich systémti. Pro feseni intervalovych linearnich systému slouzi funkce

verifylss(A, b)

kde A je bodova nebo intervalova matice a b je bodovy nebo intervalovy vektor.
V Matlabu je mozné feseni rovnic zapsat zkracené ve formé A\b. Jestlize je ale-
spon néjaka slozka A nebo b interval, vola se funkce verifylss. VySe zminéna
funkce vyuziva pro ¢tvercové systémy upravené metody Krawczykova operatoru.
Pokud tato metoda nenajde feSeni po 7 krocich, pfejde se na metodu Hansen-
Bliek-Rohn-Ning-Kearfott. Ta je zhruba stejné presna. Dava lepsi vysledky pro
extrémné Spatné podminéné systémy. Ale je o néco pomalejsi. Je mozné prvni ¢ast
s Krawczykovym operatorem preskocit a pfejit rovnou na druhou ¢ast prikazem

intvalinit(’LssSecondStage’)

Pokud je matice A fidka matice, solver automaticky pouziva variantu pro fidké
matice. Pro preurcené systémy se vyuzije prevod na nadc¢tverec. Obecné b muze
byt i matice, pak metoda vyftesi soustavu pro kazdy sloupec matice b a vraci
matici vektori feseni. Takto se pocitd v Intlabu naptiklad inverzni intervalova
matice k matici A, tedy jako verifylss(A, speye(n)). Pro feSeni nelinearnich
systémi slouzi funkce verifynlss.

11.5.7 Kiresleni
Intlab obsahuje i nejrtiznéjsi funkce pro kresleni intervalovych hodnot ve 2D a 3D.

plot(X,Y, c) - X, Y jsou redlné intervalové vektory, vykresli jednotlivé boxy
[ X, Yi] vybarvené barvou c
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plotintval(X) - vykresli redlny nebo komplexni interval

plotlinsol(A,b) - vykresli feSeni redlného intervalového systému o 2 a 3 pro-
ménnych (tedy v 2D a 3D)

11.6 Aplikace intlabu

Pfi rozhodovani, kterou intervalovou knihovnu pouzit padla volba na Intlab prave
kvili jeho aplikac¢ni §ifi. Intlab nalezl praktické i teoretické uplatnéni v mnoha
oborech. Vybrali jsme jich nékolik tak, aby byla vidét veliké variabilita uplatnéni.
Velkou ¢ést referenci (ptes 300) lze nalézt v seznamu profesora Rumpa na adrese

www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/INTLABref . pdf

e Senzoricka lokalizace a navigace roboti

e Evoluc¢ni design letadel

e Numerické metody ve védeckém pocitani

e Linearni optimaliza¢ni problémy s nepresnymi daty
e Intervalové metody pro feseni nelinearnich rovnic

e Modelovani nejistoty v populacni biologii a ekologii
e Intervalové Monte Carlo metody

e Intervalova Fuzzy logika

e Kalibrace kamer a 3D rekonstrukce obrazu

11.7 Jiné knihovny

Existuje cela fada knihoven pro rtzné programovaci jazyky. O hlavnich z nich
bychom se méli pro tplnost a srovnani zminit.

11.7.1 Boost Interval Arithmetic Library

Boost je obsadhla knihovna doplinkt pro programovaci jazyk C+-+. Obsahuje i t¥i-
dy pro praci s intervaly. Ttidy jsou definovany jako Sablonové. Je tedy mozné
definovat vlastni intervalové typy nad existujicimi datovymi typy naptiklad float
definovat zaokrouhlovani a dalsi podminky pro praci s intervaly. Interval se zadava
pomoci rozsahu mezi, nebo pro jeden parametr se provadi konverze na typ inter-
val. Obsahuje zakladni aritmetické operatory (+, -, *, /), algebraické funkce
(sqrt, square, pow, abs), klasické funkce (exp, log, sin, cos, asin, acos), porov-
navaci operatory (<, <=, >, >=, ==, !=). Daéle intervalov¢ specifické funkce
(min, max, width, empty). Malou nevyhodou je, Ze pouziti knihovny zavisi na
architektufe, operacnim systému a prekladaci. Mize se stat, ze pro jejich ur-
¢itou kombinaci nemusi definovand intervalova aritmetika generovat plausibilni
vysledky:.
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11.7.2 Mathematica

Vsechny zakladni funkce a operace programu Mathematica pracuji i s objekty ty-
pu Interval (sin, exp, log, FeSeni rovnic). Intervaly je mozné zadévat pomoci horni
a dolni meze nebo jako sjednoceni intervalti. Mathematica umoznuje aritmetic-
ké i mnozinové operace na intervalech. Cisla strojové nereprezentovatelnid nebo
¢isla libovolné presnosti lze prevést na intervaly. Navic intervaly muzeme dostat
také jako vysledky rtznych operaci naptiklad limit. VSe je doplnéno o moznost
intervaly prehledné vizualizovat.

11.7.3 XSC jazyky

XCS? jazyky predstavuji rozsifeni programovacich jazykt pro védecké ucely. Mi-
mo standardnich typu definuji typy pro verifikované poéitani (realny i komplexni
interval), aritmetické operéatory i zakladni funkce ¢ dynamické datové struktu-
ry. Soucasti jsou knihovny umoznujici provadét verifikované vypocty klasickych
problémii - FeSeni systémil linearnich a nelinearnich rovnic, vypocet maticové in-
verze, vlastnich ¢isel a vektord, vyhodnoceni aritmetickych vyrazt a polynomii,
diferencidlnich a integralnich rovnic a optimalizac¢nich problémi. Dostupné jsou
knihovny pro jazyky C++, Pascal a Fortran.

11.7.4 FI LIB a FILIB++

FI_LIB* je knihovna napsana v ANSI-C pro verifikované vypoéty pomoci interva-
lovych metod. Vsechny vypocty jsou provadény s presnosti IEEE-double format.
Rutiny nepouzivaji zménu zaokrouhlovacich médu (jako napiiklad Intlab funkci
setround). FILIB++ je rozsifenim knihovny FI_LIB. Cel4 knihovna je napsana
formou sablonovych tiid.

11.7.5 Versoft

Profesor Jifi Rohn vytvoril toolbox Versoft, ktery poskytuje verifikované reseni
pro nejriznéjsi problémy numerické linearni algebry, které pocitaji s exaktnimi
nebo intervalovymi daty. Je napsany v Matlabu za pomoci Intlabu. Obsahuje
nejriznéjsi funkce pro matice, maticové dekompozice, linedrni systémy a opti-
malizacni problémy. Nazvy funkci (aZ na jednu vyjimku) za¢inaji na VER, pak
nasleduje nazev vétsinou korespodujici funkce Matlabu. Naptiklad

VERRANK, VEREIG, VERDET .

11.7.6 Ostatni

Zde jsme vybrali jen ty nejrozsitenéjsi knihovny a software srovnatelné s Intlabem.
Mezi dalsi miize pattit naptiklad software Maple téZ podporujici intervalovou arit-
metiku. Déale je nutno zminit software COSY, ktery vyuziva intervalovych metod
pro globalni optimalizaci a feseni obycejnych diferencialnich rovnic. Tento systém
se pouziva pro predikci srazek Zemé s blizkymi kosmickymi objekty. Autory jsou

3Language eXtensions for Scientific Computation.
4 Fast Inteval LIBrary.
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Martin Berz a Kyoko Makino, ktefi v roce 2008 ziskali Mooreovu cenu. Existuji
i jiné intervalové baliky pro ostatni jazyky — Fortran, Java, Python.

11.8 Lime 1.0

Lime 1.0 je ndmi vytvorena knihovna pro Matlab. Vyuziva Intlab a castecné
Versoft. Obsahuje veskeré algoritmy zminéné v této praci. Obsahuje i nékteré
algoritmy navic, které z predchozich volné vyplynuly. Zdrojové kédy i s html do-
kumentaci je mozné nalézt na ptilozeném CD. V dokumentaci jsou popsany pouze
zakladni algoritmy bez pomocnjch metod. Pro popis ostatnich algoritmi, nebo
pro vétsi detaily je mozné nahlédnout ptimo do zdrojovych kédi, které obsahuji
komentafe a poznamky k implementaci.
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12. Zavér

V této praci jsme uvedli detailni pfehled vétsiny metod pouzitelnych pro nalezeni
nebo alespon odhad intervalového obalu preurcenych systému. Existuji jesté dalsi
metody, kterymi jsme se zde nezabyvali. Napiiklad jsou to evolucni algoritmy ne-
bo pravdépodobnostni metody. Jsou znadmy nékteré védecké vysledky vyuzivajici
tyto metody, avsak diky odlisnym principtim téchto metod, jsme je do nasi prace
nezatazovali.

V pocatecnich kapitolach jsme predstavili zaklady intervalové analyzy — inter-
valové aritmetiky, intervalové linearni algebry a intervalovych linearnich systémii.

Tématem dalsich kapitol byly jednotlivé metody. Predvedli jsme Gaussovu eli-
minaci, iteracni metody, Rohnovu metodu, rtizné zpisoby prevedeni preurc¢eného
systému na ¢tvercovy pripad a ziskani optimalniho obalu s pomoci linearniho pro-
gramovani. Tato ¢ast byla pfehledova, kde jsme shrnuli vysledky o jednotlivych
zpusobech TeSeni preurcenych intervalovych linearnich systémi. Mimo to se nam
podafilo ziskat i ne€kolik vlastnich vysledki. Napriklad prevedeni intervalovych
metod i pro preurcené systémy, alternativni zptisoby pocitani nékterych soucasti
metod (Rohnova metoda, Iterani metody), ¢i vlastni metoda podéverci, ktera
pro malé systémy pocita obalku velmi blizkou obalu a navic umoznuje detekci
neresitelnosti systému.

VsSechny metody, o nichz jsme se v praci zminili, byly implementovany v jed-
nom toolboxu pro systém Matlab a jsou obsazeny na pfilozeném CD. Toolbox
obsahuje prevazné metody pro feseni preurcenych intervalovych systému, avsak
jsou v ném navic obsazeny i né€které metody intervalové linearni algebry, které
z naplné€ prace prirozené vyplynuly. V budoucnu by bylo vhodné balik rozsirit
i o dalsi metody a poskytnout tak uceleny néastroj pro intervalovou linearni alge-
bru, pripadné zahrnout i feseni intervalovych nelinearnich systém.

Ke konci prace jsme jednotlivé metody porovnali, jak z hlediska délky beé-
hu, tak z hlediska presnosti ziskanych obalek. Pokud algoritmus obsahoval né-
které kroky, které bylo mozno fesit riiznymi zptisoby, porovnali jsme je taktéz.
Testovali jsme zvI4St pro systémy feSitelné i nefesitelné. U FeSitelnych nas zajima-
la co nejuzsi obalka mnoziny feseni. U nefeSitelnych to, zda je metoda schopna
nefesitelnost néjakym zptisobem rozpoznat. Na konci porovnéani jsme rozebrali
pripady, kdy je vhodné pouzit konkrétni metody.

Samostatnou kapitolu tvori zakladni tivod do systému Intlab. Pfi patrani se
nam nepodarilo nalézt ivod v ¢eském jazyce. Tato kapitola slouzi pro snadnéjsi
orientaci ve zdrojovych kédech. A také mize byt pozdéji vyuzita jako vyuko-
va pomtcka pro piipadné zajemce o ivod do Intlabu na Matematicko-fyzikalni
fakulte.

Preurcené systémy tvoii ucelenou a dulezitou ¢ast intervalové linearni algebry.
Tuto praci by bylo vhodné postupem casu rozsitit smérem k feSeni intervalovych
systému obecné, af linedrnich, nebo i nelinedrnich. Mozna by mohlo byt zajimavé
porovnat metody obsazené v praci i s evolu¢nimi algoritmy a pravdépodobnost-
nimi metodami. Také by bylo vhodné nalézt i jiné zptisoby predpodminéni, které
by umoznovaly Sirsi pouziti iteracnich metod.
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