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Kapitola 1

Uvod

Ulohou optimalizace (matematického programovéni) se rozumi tloha
min f(z) za podm. z € M

kde f: R™ — R je tucelovd funkce a M C R"™ je mnoZina pripustnijch feSeni. MnoZzina M je navic popséna
soustavou

kde gj(x), he(x): R" — R.
Optimalni feSeni lze kategorizovat na nékolik typtu. Bod z* € M se nazyva

e (globdlni) minimum pokud f(x*) < f(z) pro vSechna x € M,

o ostré (globdlni) minimum pokud f(z*) < f(x) pro vSechna z* # x € M,

o [okdlni minimum pokud f(z*) < f(x) pro v8echna z € M N Og(x*),

o ostré lokdlnt? minimum pokud f(z*) < f(x) pro v8echna x* # x € M N Og(z*).

Podle typu ucelové funkce a mnoziny pripustnych reSeni rozdélujeme obecnou tlohu na nékolik tiid:

o Linedrni programovdni. Funkce f(x), gj(x), he(x) jsou linearni. Pfedpokladame, Ze ¢tenal mé za-
kladni znalosti o linedrnim programovani.

e Optimalizace bez omezeni. Zde M = R"™.
o Konvexni programovdnt. Funkce f(z), gj(x), jsou konvexni a hy(x) jsou linearni.

S dalsimi typy se setkdme ¢asem, viz kapitola Pl

1.1 Konvexita

Strucné pripomenuti konvexnich mnozin, funkci a optimalizacnich tloh.

Konvexni mnoziny

Mnozina M C R" je konvexnd, pokud pro kazdé x1,x0 € M a kazdé Ay, Ao > 0, A1 + Ao = 1, je konvexni
kombinace A\iz1 + Aoxy € M.

Dulezita vlastnost, tykajici se konvexnich mnozin, z pohledu optimalizace je oddélitelnost. Neprazdné
mnoziny M, N C R" jsou oddélitelné pokud existuje vektor 0 # a € R™ a ¢islo b € R tak, Ze

a’z<b Vze M,
o'z >b VaeN,
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a zaroven neplati
alz=b VYxe MUN.
Nize uvadime jednu z variant vét o oddélitelnosti konvexnich mnozin.
Véta 1.1 (O oddélitelnosti). Budte M, N C R™ neprdzdné a konvexni. Pak jsou oddélitelné prdvé tehdy,
kdyzriM NriN = (.
Konvexni funkce
Riizné ekvivalentni charakterizace konvexni funkce f: M — R na konvexni mnoziné M C R™:
e Zakladni definice: pro kazdé x1,x9 € M a kaZzdé A1, Ao >0, A1 + Ao = 1, plati
FA1m1 + Aawa) < A1 f(m1) + Ao f (z2).
e Pomoci epigrafu
{(z,y) eR™ z e M, z> f(z)}.

Funkce f(x) je konvexni pravé tehdy, kdyz je jeji epigraf konvexni mnozina.

e Pro diferencovatelné funkce: pro kazdé x,y € M plati

f@) = fy) = Vi (@ —y). (1.1)

Tedy tecna vytvorenéd v kazdém bodé (y, f(y)) grafu funkce musi lezet pod grafem funkce.

e Pro dvakrat diferencovatelné funkce: Hessian V2 f(z) je positivné semidefinitni pro kazdé x € M.

Silnéjsi varianta konvexnosti: f(z) je ryze konvexni pokud plati

FAzr + Aexa) < A f(zr) + Aaf(x2)

pro vSechny konvexni kombinace s x1 # 2 a A1, Ao > 0.

Konvexni optimalizace

Ulohou konvexni optimalizace je
min f(z) za podm. z € M

kde f: R™ — R je konvexni funkce a M C R" je konvexni mnozina. Casto se uvazuje mnoZzina piipustnych
feSeni M ve tvaru

M={zeR"; gij(x) <0, j=1,...,J},

kde gj(z): R* = R, j =1,...,J, jsou konvexni funkce. Z konvexity funkci g;(x) pak vyplyva, ze M je
konvexni mnozina.
Pro tdlohu konvexni optimalizace plati:

e Kazdé lokalni minimum je globalnim minimem.

e Mnozina optimalnich TeSeni je konvexni.

e Jeli f(z) ryze konvexni funkce, pak optimalni feSeni je nanejvys jedno.
Nasledujici podminka optimality je uZite¢ny technicky nastroj.

Véta 1.2. Bud ) # M C R"™ konvezni a f: M’ — R konvexni a diferencovatelnd na oteviené M' O M.
Pak x* € M je optimdlni Fesent prdave tehdy, kdyz pro kazdé y € M je V f(x*)T (y — 2*) > 0.
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Ulohy konvexni optimalizace

2.1 Kvadratické programovani
Ulohou kvadratického programovdni je tloha
.. T T
min ' Cz +d = za podm. x € M

kde C' € R™ ™ je symetrickd, d € R™ a M C R" je konvexni polyedr. Pokud matice C je positivné
semidefinitni, pak jde o konvexni tlohu, kterd se nazyva konvexni kvadratické programovdni.

Konvexni kvadratické programovani je efektivné fesitelné v polynomialnim ¢ase |[Floudas and Pardalos,
2009, sekce ,,Complexity Theory: Quadratic Programming“|. V pfipadé, Ze C neni positivné semidefinitni,
problém se stava NP-tézkym, dokonce i nalezeni lokdlniho minima. Zajimavé je, ze NP-tézkost plati i jen
pokud jediné vlastni ¢islo matice C je zaporné |Pardalos and Vavasis, [1991); Vavasis, [1991]. NP-tézkost spe-
cialniho pripadu s negativné definitni ukdZzeme dole; z estetickych divodi tlohu formulujeme ekvivalentné
jako maximalizaci s positivné definitni matici.

Véta 2.1. Uloha maxgen x! Cx je NP-tézkd i pro C positivné definitn.

Diikaz. Redukei z NP-tplné tlohy SET-PARTITIONING: Lze mnozinu danych &isel aq, ..., a, € N rozdélit
do dvou skupin se stejnym souctem? Ekvivalentné, existuje x € {£1}" tak, ze > ;" | cyx; = 07 Tuto alohu
muzeme pieformulovat jako

n n
max Zw? za podm. Zaixi =0, x € [-1,1]".
i=1 i=1

Optimalni hodnota této tlohy je n pravé tehdy, kdyz SET-PARTITIONING m4 feSeni. Optimaliza¢ni tloha
odpovida predpisu, protoze podminky jsou linearni a ucelova funkce ma tvar 27 Cx pro C = I,,. U

Piiklad 2.2 (Problém vybéru portfolia). Jedna se o u¢ebnicovy piiklad pouziti konvexniho kvadratického
programovani. Priukopnikem v této oblasti byl Harry Markowitz, nositel Nobelovy ceny za ekonomii z roku
1990, i kdyz jeho vysledek je z uz roku 1952.

Zakladni tloha zni: Mame kapital K a miizeme investovat to n investic, investice ¢ vynese ¢; jednotek
penéz. Problém nalezeni optimélniho portfolia investic vede na trivialni tlohu linearniho programovani

max ¢z za podm. ele =K, ©>0.

Vynos investic ale nebyvéa znamy doptedu a modeluje se jako ndhodnéa veli¢ina. Necht nahodny vektor
¢ mé stfedni hodnotu ¢ := Ec¢ a kovarianéni matici ¥ := cove = E(c — &)(c — &7, kterd je positivné
semidefinitni. Pak pro redlny vektor € R® mame, Ze stiedni hodnota ¢’z je E (cI'z) = éTx a rozptyl
cl'z je var(c''z) = 2T 2.

Pokud bychom chtéli maximalizovat stfedni hodnotu vynosu, povede to na tlohu

max ¢z za podm. elz =K, > 0.
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Obréazek 2.1: Priklad 2.3t vlevo piivodni signél a dole se Sumem. Napravo o¢istény signal se zmengujici se
vahou 7.

Chceme-li vzit v uvahu riziko investic, modelujeme tlohu jako konvexni kvadraticky program

Ty —y2TSx zapodm. ez =K, >0,

max ¢
kde v > 0 je tzv. parametr averze vici riziku. O

Priklad 2.3 (Rekonstrukce signalu). Necht vektor & € R™ zna¢i neznamy signal, a necht y = & + err
znadi naméfeny signal se sumem. Ukol zni zaSumeény signal vyhladit a tedy najit dobrou aproximaci .
Budeme tedy hledat takovy vektor x € R"™, aby byl dost blizko y a zaroven aby byl odpovidajici signal
vyhlazeny, tj. nedochéazelo k velkym skokim mezi sousednimi hodnotami.

Tak zvané kvadratické vyhlazovini pak vede na dvou-kriteridlni tlohu

. 2 -1 2
min |z —yllz, 2535 (@i — )"
Tu typicky fesime skalarizaci
. -1
min ||z —y[3 + v X5 (@i — @)%,

kde v > 0 je dany parametr. Mensi hodnota v upfednostije prvn{ kriterium, tedy signal je blize namé-
Fenému, zatimco vétsi v vede na vyhlazenéjsi signél.
Grafické porovnani je k dispozici na obrazku 2.1, ktery pochazi z webovych stranek:

http://stanford.edu/class/ee364a/lectures/approx.pdf

Podobny pristup se pouziva i pro analyzu a zpracovani obrazki, pro problémy odstranéni neostrosti a
rozmagzanosti, rekonstrukci ponic¢enych obrazkt atp. Viz webové stranky

http://www.imm.dtu.dk/ pcha/mxTV/ O


http://stanford.edu/class/ee364a/lectures/approx.pdf
http://www.imm.dtu.dk/~pcha/mxTV/
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2.2 Geometrické programovani

Ulohou geometrického programovdni je tiloha

k
min it )
L1
j=1

k.
- i1 ~ .
za podm. g aijry’ ooxp’ <1, i=1,...,m,
J=1
4 , .
bir|* ...xgmzl, 1=1,...,¢,

x>0,

kde Cjy Qgjs b; > 0.
V tomto tvaru se nejedné o konvexni tilohu, napiiklad

min z'/? za podm. zy=1, z,y >0

neméa konvexni ani ucelovou funkci ani mnozinu p¥ipustnych reSeni.
Nicméné, tlohu muzeme pievést na konvexni nasledujici transformaci. Uvazujme substituci y; =
log(zi), pj = log(cj), &;j = log(ai;), m; = log(b;). Pak

~ ~ . v T,
cij“ Lt = PV inYn = 75 YTP

o1 Qj.n o ’ T g
J " _ 1Y1 QinYn __ oY+ _
ajjry’ ooxp’ = e itV einYn = @i¥TEii  kde aij = (Qij1, .-+ Qiyn),

bimf“ 2Bin — Byt

a ulohu lze formulovat jako

k
. T .
min E eVi y+e;
J=1

k;
Tt ,
za podm. Zeaijy%” <1, i1=1,...,m,
i=1
T - .
vt =1 =1,....¢,
y € R™.

Zlogaritmovanim dostaneme tlohu

min log(3%_, eVJTy+“aj)

j
za podm. 10g(2211 6a5y+§ij) <0, i1=1,...,m,
5;Ty+77@:0, Z':l"",g’
y € R",

kterazto je konvexni.

Geometrické programovani se objevuje napiiklad v inZenyrskych tlohach ze strukturadlni mechaniky
— jak optimalizovat parametry nosniku pii omezenich na prihyby atp. Dalsi aplikace a vlastnosti jsou
uvedeny napiiklad v [Boyd and Vandenberghd [2004]; Boyd et all [2007]. Uloha geometrického programo-
vani je efektivné fesitelnd v polynomialnim ¢ase pomoci metod vnitiniho bodu |[Nesterov and Nemirovskii,
1994].
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2.3 Semidefinitni programovani

Zavedeme relaci A < B mezi symetrickymi maticemi A, B € R™*"  ktera znamena, ze B — A je positivné
semidefinitni.
Ulohou semidefinitniho programovdni je tloha

n
min ¢’z za podm. Ao+ Z%‘Az‘ <0, Ax = b,

i=1

kde A € R™*" b e R™ a matice Ag, A1..., A, € R™™™ jsou symetrické.
Jedné se o dalsi zptisob zobecnéni linedrniho programovani, které dostaneme jako specialni pripad kdyz
Ag=0,A;=—eel i=1,...,n.

171 )
Piiklad 2.4. Uvazujme opét problém vybéru portfolia (piiklad 2.2))

max ¢’z zapodm. ez =K, x>0,

kde ¢ je nahodny vektor se stfedni hodnotou ¢ := E ¢ a kovarianéni matici X := covc = E (¢ — &)(c — &)

Predpokladejme, Ze portfolio T je jiz vybrano, ale pro kovarianéni matici mame jen intervalovy odhad
¥ < ¥ < %y, Jaké je riziko portfolia #? To je dano rozptylem vynosu ¢! %, jenz je roven &' Y. Tudiz
nejveétsi rozptyl spocitdme semidefinitnim programem

max 7! X7 za podm. Y1 <X <3y X >=0. |

Uloha semidefinitniho programovani je také efektivné feitelna v polynomialnim ¢ase pomoci metod
vnitiniho bodu [Nesterov and Nemirovskii, [1994].



Kapitola 3

Zobecnéné konvexni funkce

Zobecnénimi konvexnich funkei pojednava napiiklad Bazaraa et all [2006]; |Avriel et al) [198]

3.1 Kvazikonvexni funkce

Zakladni myslenka této (a nasledujici) sekce spociva v tom, zobecnit pojem konvexni funkce tak, aby ty
pékné vlastnosti z hlediska optimalizace zistaly zachovany — jedné se hlavné o tu z véty 315

Definice 3.1. Bud () # M C R" konvexni. Funkce f: M — R je kvazikonverni pokud pro kazdé x1,zo €
M a kazdé A1, Ao > 0, A1 + Ao = 1, plati

f()\lxl + )\21‘2) < max{f(ml), f(.%'g)}

Funkce : M — R je explicitné kvazz’konvemn pokud je kvazikonvexni a pro kazdé z1,x9 € M, f(x1) #
f(x2), a kazdé A\, Ay > 0, Ay + A2 = 1, plati

FA1z1 + Aowe) < max{f(x1), f(z2)}.

Priklady kvazikonvexnich funkei (ne explicitné kvazikonvexnich):

Priklady explicitné kvazikonvexnich funkeci:

\0

Pro¢ v definici explicitni kvazikonvexity pozadujeme kvazikonvexitu? Jinak by explicitné kvazikonvexni
funkce nemusela byt kvazikonvexni, napr.

1)Existuje cela fada dalsich variant kvazikonvexity. Casto se uvadi striktni kvazikonvexita, existuje i semi-striktni kvazi-
konvexita a dalsi, v literatufe byva v nazvech ob¢as zmatek. Pojem explicitni kvazikonvexita zavedl Martos (1975).

13
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Analogicky definujeme (explicitné) kvazikonkdund funkei jako takovou funkei f(z), pro kterou je —f(x)
(explicitné) kvazikonvexni. Déle, f(z) je kvazilinedrni pokud je kvazikonvexni i kvazikonkévni.

Priklad 3.2. Kvazikonkavni je napiiklad hustota normalniho rozdéleni a mnoha jinych rozdéleni. Fuzzy
Cisla mivaji také Casto tvar kvazikonkévni funkce. Kvazilinearni jsou napiiklad funkce log(z), [z], distri-
buéni funkce norméalniho rozdéleni., ... O

Nejprve ukazme, Ze kvazikonvexita skuteéné zobecnuje konvexitu.

Véta 3.3. Bud () # M C R"™ konvexni. Pak mdme vetizek implikaci pro funkci f: M — R:
ryze konvexni = konvexni = explicitné kvazikonvexni = kvazikonvexni.

Diikaz. Prvni a posledni implikace jsou trivialni, tak uvazme prostfedni. Bud z1,zo € M a definujme
z := max{f(x1), f(x2)}. Pak pro pro konvexni kombinaci x := A\jx1 + Aozo € M méame

f@) < Auf(r) + Ao f(w2) < Mz + doz = 2,
coz ukazuje kvazikonvexitu. Je-li navic f(z1) # f(x2) a A1, A2 > 0, tak
f@) < Auf(en) + Aaf(x2) <Az + Aoz =2 O

Podobné jako konvexni funkce i kvazikonvexni muZzeme ekvivalentné charakterizovat pomoci urcité
vlastnosti jejich grafu.

Véta 3.4 (Fenchel, 1951). Bud ) # M C R™ konvexzni. Funkce f: M — R je kvazikonvexni pravé tehdy,
kdyz pro kaZdé o € R je tzv. sublevel set L, = {x € M; f(x) < a} konvexni mnoZina.

Diikaz. ,,=“ Bud f(x) kvazikonvexni a o € R. M&jme 1,29 € Lq, tj. f(z1) < a, f(x2) < a. Pro konvexni
kombinaci bodu 1, x2 mame f(Ajz1 + Aexa) < max{f(z1), f(z2)} < a, tedy i ona lezi v L.

,<="“ Bud z1,x9 € M a definujme « := max{f(z1), f(z2)}. Pak x1,29 € L, a z pfedpokladu musi i
pro konvexni kombinaci platit A\jx1 + Aoxe € Lq, tj. f(A1x1 + Aexe) < a = max{f(z1), f(z2)}. O

Dusledek 3.5. Bud () # M C R™. Je-li funkce f: M — R je kvazilinedrni na M, pak pro kaZdé o € R je
tzv. level set {x € M; f(x) = a} konvexni mnoZina.

V predchozim tvrzeni plati i opa¢na implikace, ale potiebujeme predpoklad, Ze funkce f(x) je spojita.

Priklad 3.6. Funkce f(z) = g;gfis na mnozing {x € R"; ¢’z +d > 0} je kvazilinearni. Ukéazeme, 7e je

kvazikonvexni; kvazikonkavita se nahlédne analogicky. Pouzijeme vétu [B.4l Sublevel set ma popis

Lo={zeR% a’zs+b<allz+d), z+d>0},
coz je konvexni mnozina pro libovolné pevné o € R. O

Charakterizace kvazikonvexity prvniho fadu uvedené dole méa péknou geometrickou predstavu: derivace
v bodé 1 ve sméru k bodu z5 nesmi byt kladna (tedy funkce tim smérem nesmi lokalné rist), pokud je
bod x5 pod bodem z; (ve smyslu f(x1) > f(z2)).
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Véta 3.7 (Charakterizace kvazikonvexity funkce prvniho fadu). Bud () # M C R"™ konvezni mnoZina
a bud f(x) diferencovatelnd funkce na oteviené mnoziné obsahugici M. Pak f(x) je kvazikonvexni na M
pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé x1,x9 € M plati

f(.%'l) > f(.%'g) = Vf(.%’l)T(.%'Q — 1‘1) < 0. (3.1)

Diikaz. ,=* Bud x1,29 € M, f(x1) > f(x2). Pro A > 0 dost malé je x1 + A(x2 — x1) konvexni kombinaci
bodi x1, z3. Podle definice smérové derivace a z kvazikonvexity

V(@) (s — 1) = )\IEH)I-F flay + Mao ;\m)) — (1)

<0.

»<=* Sporem predpokladejme, Ze existuji z1,x9 € M, f(x1) > f(z2) a bod z3 € u(x1,z2) na tsecce
mezi 71 a xy takovy, ze f(x3) > f(x1).

Definujme
A" = max{\ € [0,1]; f(x1 + AMxs —21)) = f(z1)},
x4 :=x1+ XN (23 — 271).

Protoze f(x) je diferencovatelné, je i spojité, a tudiz je bod x4 dobfe definovany. Nyni podle véty o stfedni
hodnoté existuje x5 € u(wy,z3) takovy, ze Vf(xs)T (v3 — 4) = f(x3) — f(z4) > 0. To je spor, nebot
fxs) > f(xa) > f(xa), ale Vf(x5)" (23 — x4) = aV f(w5)" (w2 — 25) > 0, @ > 0. O

vvvvvv

formé postacujici nebo nutné podminky. Zhruba Feceno, Hessian kvazikonvexni funkce musi byt positivné
semidefinitni na nadroviné s normélou V f(z). Hessian méa tedy vZdy maximalné jedno zaporné vlastni
¢islo.

3.2 Chain rules pro kvazikonvexitu

Kvazikonvexni funkce jsou uzaviené na nezédporné nasobky, ale na soucet (narozdil od konvexity) uz obecné
ne. Napfiklad pro funkce log(z), log(10 — ) na intervalu M = [1,9].

Véta 3.8. Je-li M C R" konvexni mnozina a jsou-li fi,...,fr: M — R kvazikonvexni funkce, pak
max;—1 .k fi(z) je také kvazikonvexni funkce.

Diikaz. Pro konvexni kombinaci bodi x1, 29 € M mame

'maxk fildiz1 4+ Aoxe) < i{rllaxk max{ f;(z1), fi(r2)} = max {inllax fi(x1), 'Pllaxk fz(:vg)} . O

i=1,..., =1,..., =1,..., i=1,...,

Véta 3.9. Je-li f(z) <0 konvexni, g(x) > 0 konkdvni, pak f(z)- g(x) je explicitné kvazikonverni.

Diikaz. Bud x1,29 € R™ a bez Gjmy na obecnost necht f(z1) > f(x2). Oznac¢me

a = max{f(z1)g(z1), f(22)g(w2)}-
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Pokud g(x1) < g(x2), pak pro konvexni kombinaci plati:

JAz1 + Aoxa)g(A1z1 + Aowa) < f(1)g(21) < a.

Nyni predpokladejme g(z1) > g(z2). Pomocné pozorovani:

Nyni pro konvexni kombinaci plati

Fuzs + Aow2)g(Miz1 + Aoze) < (A f(21) + Aaf(22))(A1g(x1) + Aag(z2))
= A f(z1)g(z1) + A3 f(x2)g(22) + MA2(f(21)g(22) + f(22)g(1))
< M f(@)glar) + A3 f(z2)g(w2) + Mda(f(w1)g(a1) + f(w2)g(x2))
<a(M 4+ 23+ 20 ) = o

To dokazuje kvazikonvexitu. Explicitni kvazikonvexita se ukaZze analogicky. O

Priklad 3.10.
e Funkce f(x) = \/zlog(x) je explicitné kvazikonkavni na z € [1, 00).

e Soucin dvou nezapornych linearnich funkei je explicitné kvazikonkavni (ale nemusi byt konkavni,
¢ili véta B9 nelze zesilit v tomto sméru). O

Véta 3.11. Je-li f(x) > 0 konvezxni a g(x) > 0 konkdvni, pak % je kvazikonvexni.

Diikaz. Pro libovolné oo € R mé sublevel set tvar

Lo ={z € RY f(2) < ag(@)} = {z € R™; [(z) — ag(x) < 0}.
Pro a < 0 je Ly = (. Pro @ > 0 je to konvexni mnozina protoZe f(z) — ag(x) je konvexni funkce. O
Priklad 3.12.

e Funkce /(1 + ) je kvazikonvexni pro x > —1.

e Funkce ||Az — b||/(c"z) je kvazikonvexni pro ¢!z > 0 a libovolnou normu. O

Véta 3.13 (Fenchel, 1951). Je-li f: R — R neklesajici a g: R" — R kvazikonvezni, pak f(g(z)) je
kvazikonvexni.

Diikaz. 7 definice pro konvexni kombinaci bodt z1, 9 mame

flg(hzr + Aows)) < f(max{g(z1), 9(z2)}) = max{f(g(z1)), f(g(x2))}. O
Priklad 3.14. Tedy i funkce 1/f(z) je kvazikonkavni pokud f(x) > 0 je kvazikonvexni. Tudiz je kvazi-
konkévn{ napitklad 1/(1 + 22). O

3.3 Kvazikonvexni optimalizace

Uvazujme tlohu mingeps f(z), kde M C R™ je konvexni mnozina a f: M — R je kvazikonvexni funkce.
Jak bylo jiz avizovano, z pohledu optimalizace maji kvazikonvexni funkce stale pékné vlastnosti.

Véta 3.15. Bud f(x) explicitné kvazikonvexni. Pak kaZdé lokdlni minimum je globdlnim.

Diikaz. Bud 2z° € M lokilni minimum a pro spor necht existuje x* € M takové, ze f(z*) < f(x0).
Uvazujme konvexni kombinaci z = Az* + (1 — A\)z® € M, A € (0,1). Pak

fz) < max{f(z*), f(z")} = f(°).

To je spor s lokdlni minimalitou #° nebot pro libovolné malé A > 0 je f(x) < f(z9). O



3.4. Zobecnéné linedrni frakciondlni programovdni 17

Poznamka 3.16. Véta plati i pro kvazikonvexni funkce pokud lokdlni minimum je striktni. V opa¢ném
piipadé uz véta platit nemusi, coz se snadno nahlédne protipiikladem ze strany 13l

Véta 3.17. MnoZina optimdlnich FeSent dlohy mingepr f(x) je konvernd.

Diikaz. Bud z optimélni hodnota. Pak mnoZzina optiméalnich feSeni ma tvar {x € M; f(z) < z}, coz je
podle véty B.4] konvexni mnoZina. O

Podminky optimality jsou nasledujici, bohuZel jenom postacujici forma.

Véta 3.18. Bud f(x) diferencovatelnd, explicitné kvazikonvexni funkce na konvexni mnoziné M C R™.
Pak x* € M je optimdlnim Fesenim pokud pro kazdé y € M\ {x*} plati V f(x*)T (y — z*) > 0.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje y € M takové, ze f(y) < f(z*). Podle véty B pak
Vf(z*)"(y — z*) <0, spor. O

Tato podminka optimality je uziteéna pokud je x* krajni bod mnoziny M, ale neni moc prakticka pro
charakterizaci optimalnich FeSeni uvnitf mnoziny M. Napiiklad tloha minger 22 mé minimum v nule, ale
podminka nahote pro néj neuspéje.

3.4 Zobecnéné linearni frakcionalni programovani

Linearni frakcionalni programovani. Nejprve pfipomeneme standardni dlohu linearniho frakcional-
niho programovani

alz+b

min ————
cTr+d

za podm. Az <g.
Predpokladame, ze ¢’z 4+ d > 0 pro vSechna piipustna fedeni.

Tato tloha zdanlivé zobechuje tfidu tloh linedarniho programovani, nicméné ji miZeme na lineirni
progam piepsat tzv. Charnesovou—Cooperovou transformaci [Charnes and Cooper, 1962|. Zavedeme sub-

stituci proménnych y := z = a tloha dostane tvar

_z 1
clz+d’ cTz+d

min o’y + bz za podm. Ay — gz <0, z > 0.

Transformace je ekvivalentni, nebot piipustné feseni (y, z) pfevedeme zpét piepisem z = y(c' z+d) = y/z.
Prakticky se pak tiloha nahradi lineArnim programem

min a’y + bz za podm. Ay — gz <0, z> 0.

Pokud vysledné optimélni feseni (y*,z*) méa druhou slozku nulovou (z* = 0), otestujeme, zda existuje
optimélni fesen{ s nenulovym z. Pokud takové neexistuje, pak ptivodni tloha nenabyva optima.
Pro ilustraci uvazujme jednoduchou tlohu

min x za podm. x > 1.

Optimalni feSeni neexistuje, hodnota tc¢elové funkce se blizi limitné k 0. Uloha se transformuje na linearni
program

min y za podm. y—2z >0, z>0.

Jediné optimalni feseni je (y*, z*) = (0,0).
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Zobecnéné linearni frakcionalni programovani. Uloha zobecnéného linedrniho frakciondlniho pro-
gramovdni je

. al'r +b;
min max —m———,
zeM i=1,...k c¢; x +d;

kde M C R"™ je konvexni mnoZzina s vlastnosti, ze pro kazdé xt € M ai=1,...,k je clTx +d; > 0.
T .
Podle prikladu [3.6] jsou funkce erp;ﬁj:dbl kvazikonvexni a podle véty [3.8]je jejich maximum také kvazikon-
vexni. Tudiz se jedna o tfidu tloh kvazikonvexni optimalizace. Jak jsme vidéli v predchozi sekci, v pfipadé
k = 1 se da tloha prepsat na linedrni program, pro obecné k se to ale neumi. Nicméné stale se da tato

tloha fesit efektivné [Freund and Jarre, 1995; [Nesterov and Nemirovskii, [1995].

Ukazeme aplikaci tohoto modelu v ekonomice.

Piiklad 3.19 (Von Neumanntv model ristu v ekonomice, 1937). Uvazujme ekonomiku s n vyrobnimi
procesy a m druhy zboZzi. Proces je transformace ménici vektor zbozi (ayj, . .. ,amj)T na jiny vektor zbozi
(b1j,- -, bmj)T za jednotku casu, typicky rok. Proménna z; udava aktivitu ¢i intenzitu j-tého procesu. Pro-
cesem muZe byt napiiklad peka¥, ménici mouku, energii a obéd na chléb a odpad (t¥eba i teplo). Intenzita
pak odpovidé po¢tu zaméstnanych pekait, pro jednoduchost se ale uvazuje jako spojitd proménna.

Maticové zapséno, vektory z,y > 0 udéavaji intenzitu jednotlivych procest v letosnim a piistim roce.
Technologické koeficienty jsou dany ve znamych nezéapornych maticich A, B € R™*™ ¢&li se vyprodukuje
Bax mnoZstvi jednotlivého zboZzi a spotiebuje Ax zboZi. Pfirozena podminka je, aby mnoZstvi spotiebova-
ného zbozi v dalsim roce neprekroc¢ilo mnozstvi vyprodukovaného zbozi v letosnim roce, tedy Ay < Buz.
Bereme-li vektory x,y jako proménné, dostavime podminky

Ay < Bz, x,y > 0.

Vektor  muZeme normovat tak, aby x > 1 a podminku y > 0 pak muZeme prakticky (ne teoreticky)
nahradit podminkou y > 0. Rust v sektoru i je dan podilem y;/x; a pokud bereme nejhorsi pfipad,
dostaneme tcelovou funkci min;—; . 5, %, kterou chceme maximalizovat. Vysledny model je pak

max min Yi ya podm. Ay < Bz, x > 1, y > 0. (3.2)

i=1,...n &;
Optimalni hodnota udéva miru ristu ekonomiky. Jinak mtizeme model formulovat jako
max « za podm. adx < Bz, x>1, a > 0.

Problém (B.2)) je ulohou zobecnéného linearniho frakcionalniho programovani; ekvivalentni vyjadieni v zé-
kladnim tvaru je

—min max Y podm. Ay < Bz, x> 1, y > 0. O

i=1,...n X
Jinym pfikladem tohoto typu tlohy je problém pfidéleni sily vysilaci:

http://www.seas.ucla.edu/ vandenbe/ee236a/lectures/1fp.pdf

3.5 Pseudokonvexni funkce

Pseudokonvexita (Mangasarian, 1965, Tuy, 1964) predstavuje dalsi pouZivané zobecnéni konvexnich funkei.
Uvazovana funkce musi byt ale diferencovatelna. Existuje jeSté cela dalsi fada zobecnéni, ale témi uz se
zabyvat nebudeme.

Definice 3.20. Bud () # M C R" konvexni. Funkce f: M — R je pseudokonvexni pokud pro kazdé
x1,T9 € M plati
Vi) (w2 —a1) >0 = f(z2) > f(x1).


http://www.seas.ucla.edu/~vandenbe/ee236a/lectures/lfp.pdf
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Jinymi slovy, pokud je derivace v bodé x; nerostouci v néjakém sméru, pak v tomto sméru jsou vSechny
funkéni hodnoty nad nebo na trovni f(x1). Pro porovnéni s charakterizaci kvazikonvexity v (3] je moznéa
nazorné€jsi obménéna implikace

f@) > f(wa) = Vf(z1) (wa—21) <0.
Véta 3.21. Plati ndsledugict tetizek pro funkci f(x)
konvexni = pseudokonvexni = kvazikonvexn.

Diikaz. Prvni implikace plyne z charakterizace konvexity prvniho fadu (L), tj. f(z2)—f(x1) > Vf(21)T (v2—
x1). Pokud je pravé strana nerovnosti nezaporna, tak musi byt i leva strana nezaporna.
Druhou implikaci dokédZeme sporem. Necht f(z) je pseudokonvexni, ale neni kvazikonvexni. Pak existuji

body x,y takové, ze

Vi@ (y—2)20 = fly) = f(o),

Vi@ (y—2)>0 A fly) < fla).
Souhrnem, V f(z)"(y — ) > 0 a zaroveir f(x) = f(y). Z prvni podminky plyne, Ze funkce je rostouci od
x smérem k y, tedy existuje bod z na jejich usecce (dost blizko ) takovy, ze f(z) > f(z). Podle Rolleovy
véty funkce na tsecce nabyva svého maxima z*, které je nutné uvniti usecky a spliwje f(z*) > f(z) >

f(z) = f(y). Pro tento bod tedy plati Vf(z*)”(y — 2*) = 0, coz z pseudokonvexity dava f(y) > f(z*),
Spor. ]

Vsechny vlastnosti kvazikonvexnich funkci tedy plati i pro pseudokonvexni. Pro optimalizaci s pseu-
dokonvexni ucelovou funkci jsou dilezité nasledujici dvé vlastnosti, které kvazikonvexni ani explicitné
kvazikonvexni funkce obecné nemaji (najdéte protipiiklady!).

Véta 3.22 (Mangasarian, 1965). Bud § # M C R"™ konvezni a bud f: M — R pseudokonvexni. Je-li
Vf(x) =0 pro néjaké x € M, pak x je globdlnim minimem funkce f(x) na mnoZiné M.

Diikaz. 7 definice V f(z) = 0 implikuje f(x2) > f(z) pro vSechna xo € M. O
Ta druh4 je zobecnénim véty

Véta 3.23. Bud' ) # M C R"™ konvezni a f: M' — R pseudokonvexni a diferencovatelnd na oteviené
M' D M. Pak z* € M je optimdlni Feieni pravé tehdy, kdyz pro kazdé y € M je V f(z*)T (y — z*) > 0.
Diikaz. ,=*“ Pro spor predpokladejme, Ze existuje y € M takové, ze Vf(z*)T(y — z*) < 0. Uvazujme
konvexni kombinaci z = Ay + (1 — A\)z* = 2* + A(y — 2*) € M. Pak
* A _ * _ *
A—0t A

Tudiz pro dost malé A > 0 je f(z) < f(z*), spor.
,<=" 7 definice pseudokonvexity pro kazdé y € M vztah V f(z*)T (y — 2*) > 0 implikuje f(y) > f(z*),
a proto je x* optimalnim feSenim. O

Nasleduje charakterizace druhého radu, ktera fiki, ze Hessidn pseudokonvexni funkce musi mit maxi-

méalné jedno zédporné vlastni ¢islo a navic odpovidajici vlastni vektor musi byt v urcité shodé s gradientem.

Véta 3.24 (Mereau & Paquet, 1974). Bud () # M C R™ konvexni. Funkce f: M — R je pseudokonvexni
pokud ezistuje o > 0 takové, Ze V2 f(x) + aV f(2)Vf(z)T je positivné semidefinitni pro kaZdé x € M.

Diikaz. Pro a = 0 je f(z) konvexni, tudiz pfedpokladejme a > 0. Uvazme funkeci g = e*/(®), Pak
Vg(z) = ae OV f(z),
V2g(z) = ae® @ (V2 f(x) + aV f(2)V f(2)").

Funkce g(z) je tedy konvexni a tim i pseudokonvexni. Pokud V f(z1)” (zo—x1) > 0, pak Vg(x1) (zo—x1) >
0. Z pseudokonvexity je g(x2) > g(z1), a z monotonie exponencialy je f(x2) > f(x1). O



20

Kapitola 3. Zobecnéné konvexni funkce




Kapitola 4
Podminky optimality

V této kapitole uvazujeme tlohou optimalizace
min f(z) za podm. z € M
kde f: R™ — R je spojité diferencovatelna funkce a
M ={zeR"; gj(x) <0, j=1,...,J},

kde gj: R" =R, j =1,...,J, jsou také spojité diferencovatelné.

Nagim cilem je (aspon ¢asteéné) charakterizovat situaci, kdy je dany bod z* € M optimalnim feSenim.
To je obecné velmi tézké, takze prozkoumame i podminky, kdy x* je pouze lokdlnim extrémem. Pokud
x* lezi ve vnitiku mnoziny M, pak Vf(xz) = 0 je nutnd podminka pro to, aby x* byl lokalni extrém.
Nutnou podminkou pro lokdlni minimum je positivni semidefinitnost Hessianu V2 f(2*). Naopak, pokud
Vf(x) =0 a Hessian V2f(2*) je positivné definitni, pak 2* je ostré lokalni minimum.

vvvvvv

diskutované v této kapitole, se zabyvaji pravé touto obecnéjsi situaci. Pokud je bod na hranici mnoziny
M popsané nerovnostmi, pak nékteré nerovnosti se nabyvaji jako rovnosti. Pravé tato omezeni, nazyvané
aktivni podminky, hraji zasadni roli pii charakterizaci, kdy je z* extrémem.

Definice 4.1. MnoZina aktivnich podminek daného vektoru x € M je I(z) :={i=1,...,J; gj(x) = 0}.

4.1 Podminky Fritze Johna

Pfipomenme nejprve slavné Farkasovo lemma, a to jednu z mnoha ekvivalentnich verzi{, viz napt. [Fiedler et al.
[2006].

Lemma 4.2 (Farkas, 1902). Bud A € R™*" b € R"™. Pak pravé jedna soustava md feSeni:
(1) Az <0, bTz >0,

(2) ATy =5,y >0.

Farkasovo lemma mé p&knou geometrickou interpretaci: maximum linearni funkce b’y na konvexnim
polyedrickém kuzeli Ay < 0 se nabyde v pocatku (oproti druhé moZnosti, ze ucelova funkce je shora
neomezend, tedy prvni soustava mé feSeni) pravé tehdy, kdyz vektor b lezi v konvexnim polyedrickém
kuzeli s hranami Ajy, ..., Apx.

21



22 Kapitola 4. Podminky optimality

Podobné tvrzeni je Gordanova véta.

Véta 4.3 (Gordan, 1873). Bud A € R™*™. Pak prdvé jedna soustava md feSeni:
(1) Az <0,
(2) ATy=0,y>0,y#0.

Diikaz. Soustava Ax < 0 je fesitelné prave tehdy, kdyz je fesSitelna Ax+de < 0,9 > 0. To je podle Farkasova
lemmatu ekvivalentni s nefesitelnosti ATy = 0, e’y = 1, y > 0, coz je soustava z véty s normalizovanym
vektorem y. O

Abychom mohli odvodit podminky optimality, potfebujeme nejdiive pomocné tvrzeni.

Lemma 4.4. Bud x* € M lokdlni minimum. Pak neexistuje d € R™ takové, aby Vf(z*)Td < 0 a
Vg;(z*)Td < 0 pro vsechna j € I(x*).

Drikaz. Pro spor predpokladejme, ze takovy vektor d existuje. Z vlastnosti

0> Vf(a*)Td= lim f@™ + ad) — f(z")

a—0t «

dostavame, Ze existuje 1 > 0 takové, Ze pro vSechna a € (0,21) je f(z* + ad) < f(x*). Z vlastnosti

(2 1 ad) — a:(z*
0> Vg (a*)Td= lim & 0D = gi(z7)
a—07t «
dostavame, Ze existuje €2 > 0 takové, Ze pro viechna j € I(z*) a o € (0,¢€2) je gj(z* +ad) < gj(z*) = 0. Ze
spojitosti pak existuje e3 > 0 takové, ze pro vSechna j & I(z*) a a € (0,¢3) je gj(z* + ad) < 0. Souhrnné,

pro viechna o € (0, min{eq,e9,e3}) je 2* + ad € M a ostie lepsi nez x*. To je spor s lokalni minimalitou
x*. O

Lemma tvrdi o¢ekévatelnou vlastnost, Ze neexistuje smér dovnit¥ mnoZiny pfipustnych feseni, ve kte-
rém by ucelova funkce ostie klesala, viz obréazek 4.1l Ostré nerovnosti ve formulaci lemmatu jsou esenci-
alni. Tu prvni nahradit neostrou V f(z*)7d < 0 nelze, protoze by lemma pfestalo platit t¥eba pro funkci
f(z) = 0. Podobné nelze nadradit zbylé nerovnosti neostrymi Vg;(z*)?'d < 0, viz obrazek 2l Nyni jiz
mame pripravenou pudu k formulaci podminek Fritze Johna.

Véta 4.5 (Fritz John, 1948, nutné podminky optimality). Bud z* € M lokdlni minimum. Pak existuje
peER a)eR! takové, Ze

>0, A>0, (u,\) #0, (4.1a)

V(" )p+ Vg(z*)A =0, (4.1b)
gz X =0. (4.1¢)
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g2(z) =0

Obrazek 4.1: Mnozina M a norméalovy kuZel generovany vektory normal aktivnich podminek Vg;(z*),
j € I(z*).

gi(x) =0
d= Vi)

M

g2(z) =0

Obrazek 4.2: Normélovy kuzel generovany vektory normal aktivnich podminek Vg;(z*), j € I(z*), je
pouze svisla primka.

Diikaz. Podle lemmatu [£4] je soustava
Vi@)Td <0, Vgj(x*)Td<o0, jeI(z*)
nefesitelna. Podle Gordanovy véty [A3] existuji g > 0, A > 0, (u, A) # 0 takové, zZe

pVf(E) + ) AVg(at) = 0.
jel(z*)

Nyni staci jen dodefinovat A; := 0 pro j ¢ I(z*) a jsme hotovi. O

Podminka ([@Id) z véty se nazyva podminka komplementarity a jinymi slovy fiké, Ze pro kazdé j =
1,...,J je A\j; = 0 nebo g;(z*) = 0. Tudiz pro neaktivni podminky j ¢ I(z*) musi \; = 0.

Pokud p # 0, tak se da podminka (AID) geometricky interpretovat tak, ze smér nejvétsiho klesant
—V f(z*) ucelové funkce v bodé M je v kuzelu generovaném vektory normal Vg;(z*), j € I(z*) (tzv.
norméalovy kuzel). Tedy vSechny sméry klesani vychazi ven z mnoziny M, viz obrazek [l Pokud u = 0,
pak tato geometrickd predstava selhavé, viz obrazek

Specialng, pokud z* je vnitini bod, tj. g(z*) < 0, tak musi A = 0 a tim padem dostaneme znamou
podminku Vf(z*) = 0.

Pro pevny bod a* tvofi podminky Fritze Johna linearn{ systém rovnic a nerovnic, a jde tudiz vytesit
pomoci linearntho programovani.
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4.2 Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky

Podminky Fritze Johna jsou obecné bez specidlnich predpokladii. To je ale i jejich nevyhoda, protoze
jsou pomérné slabé. Umozinuji napiiklad p¥ipad p = 0, tedy ucelova funkce se v podminkach neprojevi.
Nasim postupnym cilem bude tedy podminky zesilit tak, aby @ = 1. To ovS§em nebude zadarmo — dani za
silnéjsi podminky budou dodateéné predpoklady, které se nazyvaji kvalifikace omezeni. Vysledné podminky
optimality se nazyvaji Karush-Kuhn-Tuckerovy (KKT) podmink

Prvni kvalifikace omezeni, kterou zminime, je linedrni nezdvislost gradientii.

Véta 4.6 (KKT podminky — linearni nezévislost gradientii). Bud'z* € M lokdlni minimum. Necht vektory
Vg,(z*), j € I(x*), jsou linedrné nezdvislé. Pak existuje X € RY takové, Ze

A >0, (4.2a)
Vf(z*) 4+ Vg(z®)A =0, (4.2b)
gz X =0. (4.2¢)

Diikaz. 7 podminek Fritze Johna (véta[dh) vime, Ze existuje p a A spliwjici podminky (£1)). Z linearni ne-
zavislosti gradientt nemuze p = 0, protoze pak by Vg(z*)T A = 0. Znormovanim vektoru (u, A) dosahneme
w=1 U

Druha kvalifikace omezeni, kterou zminime, je Slaterova podminka.

Véta 4.7 (KKT podminky — Slaterova podminka). Bud x* € M lokdlni minimum. Necht funkce gj(x),
j € I(z*) jsou konvexni a necht evistuje vektor 2° € M takovyj, Ze g(x°) < 0. Pak existuje A € R takové,
Ze plati KKT podminky (4{.2).

Diikaz. 7 konvexity pro kazdé j € I(z*) mame
V(a7 (20 — 27) < g;(2) — g;(=") <0 —0=0.

Oznatme d := 20 — z*, pak Vg;(z*)Td < 0 pro j € I(z*). Podle Gordanovy véty I3 neexistuje A > 0,
A # 0, takove, ze Vg(z*)T A = 0. Pokud by tedy soustava (&) méla feseni s i = 0, dostali bychom spor.
Tudiz p # 0 a po znormovéni je p = 1. O

Piiklad 4.8. Poznamenejme, Ze podminka g(z%) < 0 je skuteéné nutna a pouhé konvexita funkci nestaci.
Napiiklad tloha
min z; za podm. 2% < 9, 27 < —19

mé jediné piipustné feseni x* = (0,0)7, které je tim padem i optimem. KKT podminky pro tento bod ale
splnény nejsou nebot opac¢ny gradient tcelové funkce —V f(z*) = (—1,0)7 nelze vyjadfit jako nezapornou
kombinaci (0, —1)7 a (0,1)7, gradienti funkci z omezeni. O

Tteti, a posledni, kvalifikace omezeni, kterou zminime, je Abadiecho podminka. Jeji zformulovéani je
trochu komplikovangjsi. Zavedme dva typy kuZeli v bodé z* € M vidi mnozing M:

o tefny kuzel T := {d € R™; d = limy_, o0 ag(zr — ), ap >0, xp € M, xp =00 T},
e kuzel gradienttt G := {d € R"; Vg;(z*)Td <0, j € I(z*)}.

Abadieho podminka nyni urcuje rovnost obou kuzeld 7' = G.
V piikladu na obrazku 3] se oba kuZele shoduji, tedy T' = G, zatimco v prikladu na obrazku 4 je
T ;Cé G, protoze teény kuzel je nezédporna ¢ast osy x1, ale kuzel gradientti je cela osa .

Véta 4.9. Plati: int G CintT C T C G.

YPodminky zavedli a zpopularizovali Harold W. Kuhn a Albert W. Tucker roku 1951. Nezavisle na nich je (s ne tak silnymi
vysledky) objevil uz dfive roku 1939 William Karush ve své diplomové praci, ktera se zabyvala koneéné-dimenzionalni ilohou
varia¢niho po¢tu. Poté, co se Kuhn roku 1974 dozvédél o Karushové praci, tak se zasadil o pfidani jeho jména do nazvu
téchto podminek.
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g1(x) =0
Vgl(x*)
~ T=aG
Vga(z*) * M
g2(z) =0

Obrazek 4.3: Mnozina M a pripad, kdy T = G, tedy teény kuZel a kuzel gradient jsou shodné.

g1(z) =0

Obrazek 4.4: Mnozina M a piipad, kdy T' G G, tedy tecny kuzel je ¢asti kuzele gradienti.

Diikaz. Za cviceni. O
Abadieho podminka je ze vSech ti nejobecnéjsi, obé dvé predchozi tuto implikuji.
Véta 4.10. Podminka linedrni nezdvislosti © Slaterova podminka implikuji Abadieho podminku.

Diikaz. ,Linearni nezavislost = Abadieho podminka.”“ Z piedpokladu mé Jakobian Vg(x*) tvoreny jen
aktivnimi podminkami plnou sloupcovou hodnost, existuje tedy d* € R™ takové, zZe Vg(x*)Td* =—e<0.
Chceme dokazat G C T, bud tedy d € G. Potom pro kazdé a > 0 je Vg(z*)T(d + ad*) < 0 a tudiz
podle dikazu lemmatu @4l je z,, := x* + S, (d + ad*) € int M pro dost malé 3, > 0. Limitnim pfechodem
a — 07 dostaneme d € T

,olaterova podminka = Abadieho podminka.* Podobné jako v pfedchozim. Zvolime tentokrat d* :=
29 — 2* a z konvexity podle (ILI) mame Vg(z*)Td* < g(2°) — g(z*) < 0. O

Lemma [1.4] mtiZzeme zesilit na nasledujici podobu. Formulaci lemmatu [£.4] v disledku dostaneme, kdyz
mnozinu T nahradime jeji nadmnozinou G.

Lemma 4.11. Bud x* € M lokdlni minimum. Pak neezistuje d € R™ takové, aby Vf(z*)Td <0,d e T.

Diikaz. Za cviceni. O

Véta 4.12 (KKT podminky — Abadieho podminka). Bud z* € M lokdlni minimum. Necht T = G. Pak
existuje A € RY takové, Ze plati KK'T podminky Z-2).
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Diikaz. Podle lemmatu EIT] neexistuje d € R" takové, aby Vf(2*)Td < 0, d € T = G. Podle Farkasova

lemmatu B.2] existuje A > 0, takové, Ze > c;,«)AjVyg;(z®) = =V f(2¥). Dodefinovénim A; := 0 pro
j & I(z*) dostaneme podminky komplementarlty A2d). O

Abadieho podminka je vzdy splnéna pro linearni omezeni.
Véta 4.13. Je-li g(x) = Ax — b, pak T = G.

Diikaz. Je jednoduché nahlédnout, Ze oba kuZele maji popis Az <0, 4 € I(x*). O

Zavérem této sekce ukazeme alternativni pohled na KKT podminky. MiZeme na né totiz nahlizet jako
na podminky optimality linearniho programu, ktery vznikne linearizaci i¢elové funkce a funkei z aktivnich
omezeni v bodé z*.

Véta 4.14 (KKT podminky a linearni relaxace). Bud x* € M lokdlni minimum. Pak x* spliiuje KKT
podminky ([{-2) pravé tehdy, kdyZ je optimdlnim tesenim linedrniho programu

min f(z*) + Vf(z*)T(x — 2%) za podm. g;(z*) + Vg;(z*)T (xz —2*) <0, j € I(z¥).
Diikaz. Protoze na konstantnim ¢lenu v ucelové funkce nezalezi, linedrni program prepiSeme na
max —Vf(z*)"z zapodm. Vg;(z*) 'z < Vgj(x*)Ta* — g;(2*), j € I(z).
Duélni program ma tvar

Z A (g5(z*) + Vgj(z*)'2*)  za podm. Z A\jVgi(z*) ==V f(z"), X >0.
JEI(z*) JEI(z*)

Pripustny bod x* je optimem primérni dlohy pravé tehdy, kdyz existuje dudlné piipustné A\ takové, ze
spliiuje podminky komplementarity

Z Aj 9] Tz " —gi(a") — gj(z )T *):07

JEI(z*)

neboli

> Ngi@) =0

jel(z*)
Tim dostavame KKT podminky (£.2). O

Na zavér uvedeme i formulaci ukazujici, ze KKT podminky jsou za jistych predpokladii i postacujici
pro optimalitu.

Véta 4.15 (KKT postacujici podminky optimality). Budz* € R", bud f(x) pseudokonvezni a budte gj(x),
J € I(x*), kvazikonvezni. Pokud pro z* € M plati KK'T podminky ({.3), pak je optimdlnim fesenim.

Diikaz. Pro jakykoli ptipustny bod = € M plati g;(z) < 0 = gj(z*), j € I(z*). Z kvazikonvexity g;(x)

plyne Vg;(z*)T(x — 2*) < 0. Z KKT podminek je Vf(z*) = —Vg(z*)A, z éehoz prendsobenim (z — z*)
dostaneme

Vi) (x—2*) = - ATVg(a")! (z — z* Z AV, ()T (x —2*) > 0.
JEl(z*)

Z pseudokonvexity f(z) pak podle véty B.23] plyne optimalita z*. O
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4.3 Specialni pripady

KKT podminky pro linearni programovani
Uvazujme tlohu linearnfho programovani

T

min ¢" x za podm. Ax <b.

Protoze Abadieho podminka je splnéna pro linedrni omezeni, jsou predpoklady splnény a tudiZz pripustny
bod x* je optimem pravé tehdy, kdyz spliiuje KK'T podminky. Ty zde maji tvar existence A takového, Ze

A>0, c+ATA=0, (Az-b)Tr=0.

Substituci y = —\ dostavame znamé podminky optimality v linedrnim programovéani ze souvislosti s duélni
tlohou

y<0, ATy=c, (Az-b)Ty=0.
KKT podminky pro konvexni kvadratické programovani
Uvazujme tlohu kvadratického programovani
min 27 Cz +d"x zapodm. Az <b, x>0,

kde C' € R™*" je symetricka. Opét diky Abadieho podmince jsou splnény predpoklady kazdé optimum =z
musi spliiovat KKT podminky. Ty zde maji tvar existence u, v takovych, Ze

u,v>0, 2Cx+d—+ ATu—v=0, (b—Am)Tu:xTv:O.
Pridame podminky pripustnosti Az < b, = > 0 a substituci y = b — Az dostavame

w,v,2,y >0, 20c+d+ATu—v=0, y=b— Az, y'u=2Tv=0.

G I R

Pak KKT podminky maji tvar

Ozna¢me

g=Mi+f, §°8=0, &§>0.

Této soustavé se Tika problém linedrni komplementarity. Podminky jsou linedrni az na komplementa-
ritu 77 & = 0. Uloha linearni komplementarity je silné¢ NP-tiplna (stejné jako kvadratické programovani).
Polynomialni situace je napiiklad pro M positivné semidefinitni (coz nastane pokud C' je positivné se-
midefinitni). Na feSeni tlohy linearni komplementarity existuje fada metod, mezi néz patii i Lemkeho
algoritmus. Ten funguje na principu simplexové metody s tim, Ze postupuje po tzv. komplementarnich ba-
zich, kdy pro kazdé i je v bazi Z; nebo ;, ale ne soucasné. Tim je najde feSeni spliujici linedrni nerovnosti
a také podminku komplementarity. Kone¢nost Lemkeho algoritmu je zarucena pro urcité typy matice M,
napiiklad

e M je positivné definitni,
e M je positivné semidefinitni a d = 0,

e M je nezaporna s kladnou diagonalou.

Vice viz kapitola [ knihy (Cottle et al. [2009]; Murty [1988] nebo ¢esky ucebni text [Rohn [1997].
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Kapitola 5

Lagrangeova dualita

Uspéch teorie duality v lineArnim programovani podnitil vyzkum duality v nelinearnim programovani.
Existuje nékolik typt dudlnich uloh, alo bohuzel Za4dna neni tak silna jako v linedrnim programovani.
V této kapitole budeme uvazovat tzv. Lagrangeovu dualitulY]

5.1 Lagrangeova dualni aloha
Uvazujme tlohu nelinedrniho programovéani mingeps f(z) ve tvaru
min f(z) za podm. g(z) <0, h(z) =0, z € D,

kde f: R* - R, g: R — R’ a h: R” — RX. Mnozina p¥ipustnych feseni M tedy v popisu mtize obsahovat
nerovnosti, rovnosti a pfipadné dalsi omezeni skryta v popisu mnoziny D.

Pfedpokladejme, Ze D # (). MnoZina D miiZe byt popsana libovolnymi podminkami. U rovnic a nerovnic
se muzeme rozhodnout, zda je za¢lenime do popisu D nebo zda je explicitné vy¢lenime — jak uvidime, na
tomto rozhodnuti pak zavisi tvar a sila dualni tlohy (viz piiklad [5.5)). Zjevné plati M C D.

Oznatme f* € RU {z+oo} optimélni hodnotu ulohy.

Definujme Lagrangeovu funkci

L(z,\v) = f(z) + AT g(z) + vTh(z).

Koeficienty A1,..., Ay, v, ...,V se nazyvaji Lagrangeovy koeficienty.
Lagrangeova duding funkce pak mé tvar

L\ v):= ;rellf)L(x,)\, v).

Funkce L(z,\,v) je linedrni vzhledem k proménnym A, v, a proto je duélni funkce, jakozto infimum
line4rnich funkci, vzdy konkavni.
Dualni funkce dava dolni odhad na optimélni hodnotu.

Tvrzeni 5.1. Pro kaZdé A >0 a v € RE je L(\,v) < f*.
Diikaz. Pro libovolné A >0, v € RK a x € M je

Lz, \v) = f(z) + \Tg(z) + vTh(z) < f(z).
TudiZz infimem obou stran na mnoziné M dostaneme

=i < i < f*.
L(\,v) ;IE%L(QU,)\, v) < xlél{/[ Lz, \v) < f O

D Jedna z Lagrangeovych puvodnich motivaci bylo hledani rovnovazného stavu v mechanice, coz je stav s minimalni
potenciélni energii. To nas vede na hleddni minima v optimaliza¢ni tloze.

29
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Snaha ziskat co nejlepsi dolni odhad na optimélni hodnotu nas pak pfirozené vede k néasledujici for-
mulaci dudln? ulohy
max L(\,v) za podm. X >0, v € RE,

Ozna¢me d* optimalni hodnotu této dualni dlohy. P¥imo z tvrzeni B dostavame:
Véta 5.2 (Slaba o dualité). Plati d* < f*.

Vyjadiit explicitné duélni funkci L(A,v) neni vzdy jednoduché, protoze jsme ji zavedli pomoci opti-
maliza¢ni tlohy. Na druhou stranu, pokud se to podafi, tak jsme ziskali dualni tlohu v pékném tvaru — je
to maximalizace konkévni funkce za linearnich podminek, tedy spadé do kategorie konvexni optimalizace.

Na rozdil od linedrniho programovani neplati silny vztah primérni a dualni tlohy, tedy obecné muze
nastat d* < f*. Rozdil f* — d* se nazyva duality gap.

Poznamka 5.3 (Interpretace duality).
Geometrickd interpretace: Definujme

G = {(9(x), h(x), f(x)); = € D}.
Potom optimélni hodnota se da vyjadrit jako
fF=1inf{t; (u,v,t) € G, © <0, v=0}
a Lagrangeova dudlni funkce jako
L v) =inf{ATu+vTv +t; (u,v,t) € G}

Je-li L(\,v) koneéné, tak rovnice N'u + vTv +t = L()\,v) definuje dolni tecnou nadrovinu ke G, ktera
neni vertikalni. Hodnota d = L(\,v), kterou vytkne na ose ¢, je pak dolnim odhadem na f*. Proto duélni
tlohu muZzeme interpretovat tak, Ze hleddme tecnou nadrovinu takovou, aby vytknutd hodnota na ose ¢
byla co nejvétsi — maximum da d*.

Geometrickou interpretaci ilustruje nasledujici obrazek pfipadu s jednou nerovnici g(x) < 0 a zadnou
rovnici h(z) = 0.

f(z)

MNy+vTo+t=d*

0 \ 9(x)

Interpretace pomoci vicekriteridlniho programovdni: Uvazujme tlohu vicekriteridlntho programovéani

géi% (f(x),q1(x),...,97(x))

Jeji skalarizace

min f(z) + Ag(a),

ktera vede na eficientni feSeni pro kazdé A > 0, je vlastné duélni tlohou tlohy

min f(z) zapodm. g(z) <0, xz € D.
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Poznamka 5.4 (Dualita a dolni mez na optimalni hodnotu). Pomoci dualni tlohy miZzeme pocitat dolni
mez na f*. Pro kazdé dualné piipustné fedeni (A > 0, v € RF) je L(\,v) < f*. Pfidame-li k tomu
trividlni fakt, ze pro kazdé priméarné piipustné x € M je f(x) > f*, dostavame intervalové ohranicent
pro optimalni hodnotu f* € [L(\,v), f(x)]. Na tomto pozorovani jsou zaloZeny nékteré algoritmy, které
postupnym vylepSovanim primérné a dualné piipustnych feSeni postupné zpresiuji odhad na optimalni
hodnotu, a v kazdém kroku vime, s jakou presnosti ji zname.

Priklad 5.5 (Zavedeni novych proménnych). Uvazujme tlohu

min f(Az +b).
reR?

Protoze je uloha bez omezeni, dualita nic nového nepfinese. Muzeme ale duélni tlohu sestrojit preformu-
lovanim tulohy na tlohu

min f(y) zapodm. y= Az +b, x € R", y € R™.
Nyni Lagrangeova funkce ma tvar L(z,y,v) = f(y) +vT (Az + b — y) a duélni funkce tedy je

inf, f(y) +v7(b—y) pokud ATv =0,

—00 jinak.

L(v) = inf f(y) +v" (Av+b—y) = {

Dualni dloha ma pak tvar

max (bTI/ +min{f(y) —vTy; ATv =0, y € R™}).
veR™

Tento priklad navic ukazuje, Ze rtzné ekvivalentni formulace téhoZ problému vedou na razné duélni

ulohy. O

5.2 Silna dualita

Silna dualita d* = f* plati jen za ur¢itych predpokladi. Ukéazeme ji pro konvexni tlohu a za predpokladu
Slaterovy podminky. Vztah s KKT podminkami, které se zde nabizi, skute¢né neni ndhodny a diskutujeme
jej pozdéji v poznamee G111

Véta 5.6 (Silna o dualité). Budte f(z),g1(x),...,g5(x) konvexni, hi(x),...,hg(z) linedrni a mnoZina
D konvexni. Predpoklddejme, Ze plati Slaterova podminka

32° € (int D) N M : g(z") < 0.
Pak d* = f*.

Diikaz. Protoze funkce hi(x),...,hx(z) jsou linearni, miZeme rovnicové omezeni vyjadfit jako Az = b.
Bez Gjmy na obecnosti predpokléddejme:

e rank(A) = K, tedy matice A ma plnou fadkovou hodnost (jinak lze redundantni fadky vynechat),

e f* je konecné (ptipad f* = co nenastane diky Slaterové podmince a je-li f* = —o0, tak d* = —c0).

Definujme dvé mnoziny:

(u,v,t); u>g(x), v>h(z), t > f(x), v € D},

A:
B (0,0,s); s < f*}.

{
{
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Evidentné, obé mnoziny jsou konvexni a disjunktni. Podle véty [[.1 o oddélitelnosti existuje (A, v, u) a «
takové, Ze

Mut+vTo4+ut>a Y(u,v,t) € A, (5.1)
Mut+vTo+put <o Y(u,v,t) € B. (5.2)

Nejprve ukazeme, ze A > 0. Pro spor predpokladejme A; < 0 a definujme vektor

w(B) = (g(2°), h(z®), f(2°)) + B(ei,0,0) € A

pro viechna 3 > 0. (Poznamenejme, Ze misto bodu 2" bychom mohli uvazovat jakykoliv jiny bod z mno-
ziny D.) Pak ale hodnota (\,v, u)Tw(B) klesa do —co pro B — 00, coZ je spor s tim, Ze je zdola omezena
hodnotou «. Analogicky se ukéze p > 0.

Nyni z (5.2) dosazenim vektoru (0,0, s), dostaneme us < « pro v8echna s < f*. Limitnim pFechodem
s — f* pak ziskdme pf* < a. Dosazenim do (5.]]) dostavame pro vSechna z € D

Ag(z) + v h(x) + pf (x) > pf*. (5.3)

Nyni rozliSme dva piipady:
1) Necht g > 0. Vydélime nerovnici (53] touto hodnotou a dostaneme

L(w, \pv/p) > f* VoeD,

z ¢ehoz i d* > L(\/pu,v/p) > f*.
2) Necht = 0. Nyni dostavame

Mgx)+vTh(z) >0 VzeD,

specialng téz AT g(z%) + v h(z%) > 0. Protoze g(2°) < 0 a h(2°) = 0, mame \ = 0 a tudiz v # 0. Odvodili
jsme tedy
vI'h(z) >0 VzeD.

Protoze v h(z) je linearni funkce nezaporna na D a v h(z°) = 0 pro 2° € int D, musi byt tato funkce
nulova viude (kdyby nékterym smérem z bodu x° stoupala do kladnych hodnot, opa¢nym smérem by
klesala do zapornych hodnot). Tim padem 0 = v"h(z) = vT(Ax — b), tj. specialné 0 = vT A. To je ale
spor s rank(A) = K. O

Poznamka 5.7. Tvrzeni véty lze zesilit a Slaterovu podminku nahradit tzv. zobecnénou Slaterovou pod-
minkou
32° € (int D) N M : g;(2°) <0Vj=1,...,J, kde gj(z) neni linearni.

Uvédomme si, ze pouh4 konvexita tlohy nelinedrniho programovani nestaci k dosazeni silné duality a
urc¢itd dodateéna podminka (jako je napf¥. Slaterova) je zapotiebi.
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0 g(x)

Na obrazku se ten Spatny piipad projevuje tak, Ze tena v bodé (0,0, f*) k mnoziné A je vertikalni. Zde
by sice porad f* = d*, ale duélni optimum by se nenabylo. Konkrétni piiklad, kdy je duality gap nenulovy,

ilustruje néasledujici dloha.
Priklad 5.8. Uvazujme tlohu konvexni optimalizace
min e~ za podm. 2%y 1 <0, y > 0.

Uloha mé4 optimélni feseni z = 0, y > 0 a optimalni hodnotu 1. Zavedeme-li D := {(z,y); y > 0}, tak
Lagrangeova dualni funkce méa tvar

L(A)= inf e "4y~ =0.
W= el g ¢ TAey =0

Tudiz optimalni hodnota dualni dlohy je 0 a duality gap je 1.

Geometricky néhled je nasledujici: Mnozina G poznamky [5.3] je tvofena sjednocenim {(x,y); z,y > 0} U
{(0,1)} a bodem (0, 1) zadné nevertikalni te¢na nadrovina neprochézi. Nejtésnéjsi te¢na nadrovina je az

ta popsané rovnici y = 0. O
Existuji i nekonvexni tlohy, i kdyz dosti vzacné, pro které silna dualita plati.
Priklad 5.9. Uvazujme tlohu

min 27 Cx +dTx za podm. |z|s <1,

kde C' € R"™™ a d € R". Da se ukazat [Boyd and Vandenberghd, 2004, Ze dualni uloha méa tvar

- v;-rd
max —Z T % podm. A > Apin(C),
i=1 7"

kde \;, v;, i = 1,...,n jsou vlastni ¢isla a odpovidajici ortonormélni vlastni vektory matice C. Duélni

tloha je konvexni a plati silné dualita.
Zajimavé je, Ze nemusime piedpokladat positivni semidefinitnost matice C. Jind zajimavost je, Ze po-
kud zménime normu napfiklad na maximovou, podminky se stanou dokonce linearnimi, ale tiloha prestane

mit p&kné vlastnosti, srov. véta 211 O
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Piiklad 5.10 (Lagrangeiv dudl k linearnimu programu). Uvazujme tlohu linearniho programovani

T

min ¢z za podm. Ax =10, x> 0.

Lagrangeova funkce mé tvar L(z,\,v) = ¢!z — ATz + v (Az — b) a dualni funkce tedy podobné jako
v prikladu ma tvar

L\ v) =inf Tz — Mo+ v (A —b) = —vTb+inf (c — A+ ATv)Tx
B —vTh pokud ¢ — A+ ATv =0,
|- jinak.

Pripad ,,—o0* lze pro tcely maximalizace vynechat, a proto ma duélni Lagrangeova tloha maxy>o,, L(A, V)
tvar

max —v'b za podm. ¢— A+ ATy =0, x>0,
neboli po substituci y := —v
max by za podm. ATy <ec.

Dostali jste tedy stejnou tlohu, jakou zndme z duality v linearnim programovéani. Slabou dualitu méme
automaticky a silnou dualitu za trochu silnéjsich predpokladi: Slaterovy podminky (relativni vnitfek M
je neprazdny) ¢ zobecnéné Slaterovy podminky (M # (). O

Poznamka 5.11. Vztah Lagrangeovy duality a KK'T podminek je velmi tzky, o ¢em napovida jiz vizualné
podobna struktura s neznamymi \; podminka ([4.2D]) se da prepsat jako V,L(z,\,v) = 0.

D4 se nahlédnout, Ze pii nulovém duality gapu optimalni feSeni primérni a dudlni dlohy z* a A*
dava zaroven feseni KKT podminek. TudiZ specialné plati podminka komplementarity (\*)7g(z*) = 0.
A naopak, pokud pro konvexni tlohu body z* a A* spliuji KKT podminky, pak predstavuji optima
priméarni a dualni dlohy. O

5.3 Analyza citlivosti

Uvazujme nyni nasi tlohu ve tvaru
min f(z) za podm. g(z) <wu, h(z) =v, z € D,

kde u € R a v € RE jsou parametry, piedstavujici n&jaké odchylky kolem zakladni hodnoty 0. Oznaéme
jako M, , mnozinu piipustnych feseni a jako f*(u,v) piislusnou optimalni hodnotu, tedy f* = f*(0,0).

Poznamenejme, Ze pro konvexni ulohu je f*(u,v) konvexni jakoZto funkce vzhledem k proménnym
u, v, nebot jeji epigraf je mnoZina A z véty o silné dualité.

Véta 5.12. Predpoklddejme, Ze plati silnd dualita a oznacme \*,v* optimdlni Feseni dudlni ilohy pro
(u,v) = (0,0). Pak pro kazdé u,v plati

f*(u,v) > £50,0) = ATy — T, (5.4)
Diikaz. Plati pro kazdé x € M, , C D:
f7(0,0) = L(A",v7)

= géilr)l L(z,\",v")

< f(a) + XTg(z) + v h(z)
< f(@) + N Tu+ v T,

Tedy
f(@) 2 £4(0,0) = ANTu— v v Vo € My,

z ¢ehoz plyne (5.4]). O
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Geometrické interpretace nerovnosti (5.4]) je, Ze prava strana predstavuje dolni teénou nadrovinu v bodé
(u,v) = (0,0) k optimalni funkci f*(u,v). Pokud je A} > 0 velké, pak optimalni hodnota f*(u,v) roste
hodné se zménou u; smérem dold, a naopak pokud A > 0 je malé, pak f*(u,v) nemize rychle klesat se
zménou u;. Tudiz dudlni optimélni feSeni \*, v* davaji dilezitou informaci o citlivosti optimalni hodnoty
na zmeénu pravych stran. Za silnéjsich predpokladi dostaneme jesté silnéjsi vysledek.

Véta 5.13. Za predpokladi vety [2.12 necht f*(u,v) je diferencovatelnd v bodé (u,v) = (0,0). Pak plati
Vf*(O, 0) = _()‘*’ V*),

w1 0F7(0,0)  yx Of*(00) _  «
cili Bu, . = =7, B0, = Vi

Diikaz. P¥imo z (5.4), nebot t(u,v) := f*(0,0) — MTu — v*Tv je tetna funkce f*(u,v) v bodé (u,v) =
(0,0). O

TudiZ lokalné kolem bodu (u,v) = (0,0) ndm te¢na (5.4) velmi pfesné aproximuje chovani optimalni
funkce.

Priklad 5.14 (Ekonomické ,shadow prices”). Predpokladejme, Ze v nasi optimalizacni tloze predstavuje
ucelova funkce f(z) naklady (resp. —f(x) ekonomicky vydélek) a u,v jsou kapacity zdroju (prace, zé-
sob,...) Pak podle nasi interpretace hodnota A} fikd jak se zméni vydélek pii zméné jednotky kapacity.
Pokud lze dokoupit zvyseni kapacity (zvétsit sklad, zvysit vydaje na reklamu, atp.), mohu cenu navyseni
porovnat s A7 a urcit, zda se navySeni vyplati. Proto se dualni optima A\* nazyvaji obc¢as stinové ceny. [

5.4 Sedlova funkce

Definice 5.15. Dvojice bodi (z*,y*) € R"*™ se nazyva sedlovy bod funkce f: R™"™™ — R pokud plati
f@®y) < f(a%y") < flz,y"), Ve eR", yeR™

Tudy f(z*,y*) je minimalni hodnota funkce f(z,y) pfi pevném y = y* a maximalni hodnota f(z,y)
pri pevném x = x*.

Véta 5.16. Plats

Sup inf f(z,y) <inf sup f(@,y). (5.5)
Diikaz. Protoze inf, f(x,y) < f(x,y) pro kazdé z,y, tak supremem obou stran pfes y dostaneme

sup iI%f flx,y) <sup f(z,y) V.

y y
Nyni sta¢i uvazovat infimum pfes x. O
Véta 5.17. Je-li (z*,y*) sedlovy bod, pak

[ y7) = sup inf f(z,y) = inf Sup fz,y).
Diikaz. Protoze
sup inf f(z,y) > inf f(a.y") = fe*y") = sup F(",9) = inf sup f(.v),
y y y

tak diky (B.5]) plati vSude rovnost. O
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Interpretace Lagrangeovy duality pomoci sedlové funkce

Uvazujme optimaliza¢n{ tlohu
min f(z) za podm. g(z) <0.

Jeji Lagrangeova funkce mé tvar
L(z)) = f(x) + AT g(x),

a optimalni hodnota dualni dlohy se da vyjadrit

d* =sup inf L(z\).
A>0

Protoze

sup L(zA) =sup f(z)+ A g(z) =
A>0 A>0

f(x) pokud g(x) <0,
o0 jinak,

tak muzeme optimalni hodnotu vyjadrit

* = inf x) = inf sup L(zA
f o f(z) = in Sup (zA)

Ze vztahu (B.5]) dostavame ihned slabou dualitu

d* =sup inf L(zA) <inf sup L(z\) = f*
A>0 % T >0

a existence sedlového bodu pak zarucuje silnou dualitu f* = d*

Interpretace Lagrangeovy duality z pohledu teorie her

Uvazujme hru s nulovym souc¢tem, ve které z € X jsou strategie prvnfho hrace a y € Y strategie druhého
hrace. Funkce f(x,y) udava prodélek prvniho hrace a zaroven vydélek druhého hrace.

Necht prvni hra¢ hraje prvni, tedy vybere x € X a druhy hra¢ hraje nasledné a vybere y € Y. Pokud
prvni hra¢ chce minimalizovat nejhorsi ztratu, pak zvoli strategii x*, ktera je optimalnim feSenim tlohy

min max f(z,y).

Druhy hra¢ pak pfirozené voli optimum tlohy maxycy f(z*,y). Vydélek druhého hrace tedy je

min max f(z,y).

Pokud druhy hra¢ hraje prvni, pak jeho vydélek analogicky je

max min f(z,y).

TudiZz podle vztahu (B.5) je vyhodnégjsi hrat jako druhy. Pokud vyplatni funkce ma sedlovy bod, pak
predstavuje Nashovo ekvilibrium a je pak jedno, ktery hra¢ zacne jako prvni.
Ekonomicka interpretace Lagrangeovy duality

Podobnéjako v prikladu B.14] uvazujme optimaliza¢ni tlohu
min f(z) za podm. g(z) <0,

kde f(z) odpovida nakladum ¢i — f(z) vydélku. Ozna¢me jako f* optiméalni hodnotu.

Interpretujme podminky g(x) < 0 jako omezeni zdroju s tim, Ze hranice neni pevna a lze podminku
porusit, ale musime zaplatit cenu \;g;(x) (a naopak pfi nedocerpani tuto cenu dostaneme). Tato tprava
pak vede na matematickou formulaci

min f(@)+Mg(zx) = min L(z,\) = L(\).
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Zajima-li nas nejhorsi pfipad, tak to vede na dualni tlohu

d* = max L(\).
A>0

Slabé dualita d* < f* zde vychézi prirozené, nebot se nam rozsitil vybér moznosti. Hodnota duality gapu
f* — d* pak udava nejmensi vylepseni zisku. Je-li f* = d*, pak pro firmu neni zddnou vyhodou platit za
prekroceni limitu.

5.5 Specialni pripady — konvexni kvadratické programovani

Uvazujme tlohu konvexniho kvadratického programovani (srov. sekce 2.1)) ve tvaru
min 27Cz + d'zx za podm. Az <b,

kde C € R™™ je positivné semidefinitni, d € R", A € R™*" b € R™. Protoze D = R™, ma Lagrangeova
duélni uloha tvar

L(\) = inf 2T Cx 4 dVx + N (Az —b).
TER™

Ucelova funkce této podilohy je konvexni, minimum se tedy nabyde pro bod, ve kterém je gradient nulovy,
tedy mnoZina optimalnich FeSeni podilohy je popsana soustavou

20z +d+ ATX =0, (5.6)

(Kdyby C > 0, tak optimum je jednoznacné a explicitné vyjadfitelné x = —%Cil(d +AT)).) Dualni tloha
maé tedy tvar

max z1 Cz 4 d'z + N (Az — b) za podm. 2Cz+d+ ATA=0, A >0.
Pienasobenim (5.6) zleva vektorem x” dostaneme
227 Cx +d'x + XAz = 0.
Dosazenim do ucelové funkce dualni tlohy méame
max —z! Cx —b'\ za podm. 2Cz+d+ ATA =0, A > 0.

Tato dualni tloha se téz nazyva Dornidv dudl a je to opét ve tvaru konvexniho kvadratického programu.
Z konvexity primérni tlohy a linearity podminek z omezeni pak podle poznamky [5.7] plati silna dualita
pokud primarn{ tloha je pripustné.

5.5.1 Support vector machines

Konvexni kvadratické programovani a jeho dual hraji dulezitou roli pro klasifikaci pomoci tzv. support
vector machines |Burges,1998]. Ty se datuji do po¢atku 80. let a jednim z hlavnich autorti byl V.N. Vapnik.

Uloha zni takto. Mé&jme m dat ve tvaru vektorii z1,. .., x,, € R”, rozdélenych do dvou skupin. P¥islus-
nost k dané skupiné je urcena indikatorem y; € {£1}. To jsou tzv. trénovaci data, kterd ndm pomohou
vybudovat klasifikitor, ktery pak bude umét vice ¢i méné tspésné odhadovat prislusnost ke skupiné pro
dalsi data. Tento princip se pouZiva v problému rozpoznavani vzorki (pattern recognition), napiiklad
rozpoznani pismen na obrézku atp.

Linearni pfipad. Prvnim cilem bude najit (nebo ukazat, Ze neexistuje) nadrovinu v R™, ktera oddéli
obé& skupiny bodit. To nam da jednoduchy klasifikitor. Necht ma nadrovina popis 27w + b = 0, kde
w € R™ b € R jsou neznamé. Pokud jsou data oddélitelna, pak jsou typicky oddélitelna mnoha zptisoby,
proto budeme hledat nejlepsi oddélujici nadrovinu. Zde nejlepsi znamena, ze budeme chtit data oddélit co

vvvvv

cfw+b>1, Vi:y =1,
cfw+b< -1, Vi:y =-1,
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(a) Trénovaci data pro klasifikaci. (b) Nejsirsi oddélujici pés.

Obrazek 5.1: Support vector machines — linearni pripad. Modré tecky piislusi bodim s y; = 1 a Cervené
pro body s y; = —1.

pak pas uréeny nerovnostmi —1 < 27w +b < 1 je Siroky 2/||w]||. To nas tedy vede na optimalizaéni tilohu

T

min wlw za podm. yi(zlw+b)>1Vi=1,...,m.

Jeji dudl ma tvar

m m
min wlw+elu za podm. u <0, 2w+ Zyzxzuz =0, Z yiu; = 0.
i=1 i=1

Substituci za
1 m
=1
dostaneme vyraz

min 1 421 YiYjT; Tjujuj + e u za podm. u <0, Z;ylu, =0.
)= 1=

Je-li u* optimalni feseni, pak optimum (w*,b*) priméarni ulohy spoc¢itame nésledovné. Podle (B.7) ur¢ime
w*. Je-li u* = 0, pak i w* = 0 a tudiZ primérni tloha nema pripustné feSeni. Jinak mnoZina aktivnich
podminek I(u*) := {i; u} # 0} je neprazdna. Zvolme i € I(u*). Z komplementarity (viz poznamka [5.1T])
je splnéna ¢-ta4 nerovnice jako rovnost yi(xlTw* +b*) = 1, z ¢ehoz vyjadiime b* := y; — xiTw*.

Poznamenejme, ze aktivni podminky odpovidaji tém bodum trénovacich dat, kterych se dotyka opti-
malni oddélujici pas. Hraji tedy pro klasifikaci stéZejni roli.

Nelinearni pripad. Co vSak, kdyZ data nejsou oddélitelnd nadrovinou? Zde je ustfedni mySlenkou
zobrazit data do prostoru vyssi dimenze, kde je vétsi nadé&je na oddélitelnost. Uvazujme funkci p: R™ —
RY, kterou zobrazime x; na ¢(x;). Postup je nyni stejny, jenom pracujeme v prostoru RY obrazi, kde
n < N. Nejlepsi oddélitelnou nadrovinu najdeme tlohou

min v7v za podm. y;(p(z;))Tv+b)>1Vi=1,...,m, (5.8)
nebo jeji dualni
1 m m
min 1 'Zl viyip(xi) T o(zj)uiu; +elu za podm. u <0, Z;ylul = 0. (5.9)
v,J)= 1=

Nyni se projevi vyhoda dudlni ulohy. Zatimco primarni ma m omezeni a N + 1 proménnych (tedy dimenze
roste s velikosti V), tak dualni ma stéle stejnou dimenzi: m+n omezeni a m proménnych. Jediné véc, ktera
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(a) Body nejsou oddélitelné nadrovinou. (b) Oddélujici pas pro projekci z RV zpét do R™.

Obrazek 5.2: Support vector machines — nelinearni piipad. Modré tecky pfislusi bodim s y; = 1 a Cervené
pro body s y; = —1.

zévisf na N, je skalarni sou¢in o(z;)T¢(z;). P¥i vhodné volbé funkee ¢(z) jej lze vyhodnotit rychle, a to
dokonce i kdyz N = oo; to nastava, kdyz ¢(x) zobrazuje do prostoru funkei. Skalarni sou¢in K (z;,x;) :=
o(z;) T p(x;) se v tomto kontextu nazyvé kernel function, a v zasadé pro FeSeni tilohy staci znalost K (z;, x;)
namisto o(x).

Jak pak takovy klasifikitor pouzivame? Bud u* optimélni feseni (5.9), pak jednoduse podle (5.7
hledané optimum v* = ¢(w*) dlohy (G5.8]) spliwje

* 1 = *
plw) = —3 > yip(wi)uy.
=1

Nemusime po¢itat w* explicitné, staci znat pouze jeho obraz ¢(w*). Navic u* ma typicky mnoho nulovych
slozek, a proto je vyhodnéjsi uvazovat jen aktivni ¢leny

p(w*) = —% > il

i€l (u*)

kde I(u*) := {i; u} # 0}. Vektory z;, i € I(u*) je nazyvaji support vectors, protoze jejich obrazy ¢(z;) se
dotykaji optiméalniho oddélujiciho pasu. Navic ze souvislosti dudlnich tloh pro ¢ € I(u*) musi byt splnéna
nerovnice z (5.8) jako rovnost ¢(x;)7¢(w*)+b = y;, tedy druhou ¢ast optima b* primarni tlohy spocitame
jako

* * 1 *
b =y — () p(w*) = y; + 2 Z yip(xi) plai)u;
el (u*)

1
=vit3 | Z YilK (24, )u; + b7
1€l (u*)

Novy bod x € R” pak klasifikujeme podle znaménka hodnoty

1
T * * ) T N,k *
p(z) p(w) + b7 = =5 > yiel@) p(xiuf +b
i€l (u*)
1 * *
=—3 E yi K (z, x;)u; + b*.

i€l (u*)
Vidime, Ze i zde staci znalost kernelové funkce K a netfeba znat explicitné jak vypada .

Piiklad 5.18. Uvazujme kernelovou funkci ve tvaru K (z;,z;) = (27 x;)2. Da se viibec vyjadiit ve tvaru

K(z,25) = go(xi)Tgp(xj)? Ano, napiiklad pro o(y) = (¥2,vV2y1y2,¥3)T an = 2.

Jina kernelové funkce je K(z;, z;) = e llzi—z;?/ 2"2, kterda odpovid4 nekone¢né-dimenzionalnimu pro-
storu.

Dalsimi pitklady jsou K(z;,z;) = (xlz; + 1)P & K(z;,2;) = tanh(ka! z; — 6). O
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5.6 Specialni pripady — semidefinitni programovani

Stopa matice A € R™*" je definovana tr(A) = >_"" | a;; a relace A = B pro symetrické matice A, B znadi,
7e A — B je positivné semidefinitni. Uvedeme nékolik zakladnich vlastnosti, tykajicich se stopy.

Lemma 5.19. Budte A, B € R™*™ symetrické. Pak
(1) tr(AB) = tr(BA),
(2) Jsou-li navic A, B = 0, pak tr(AB) > 0.
Diikaz.
(1) tr(AB) =32 300 aijbij = tr(BA).
(2) Z positivni semidefinitnosti muzeme vyjadiit A = LLT pro n&jakou étvercovou matici L. Pak

tr(AB) = tr(LLT B) = tr(LT BL) > 0 s pouzitim predchozi vlastnosti a toho, ze LT BL je positivné
semidefinitni, a tudiZ jeji stopa, jakoZto soucet vlastnich ¢isel, je nezdporna. O

Uvazujme tlohu semidefinitniho programovdni (srov. sekce 2.3) ve tvar?)
n
min ¢’z za podm. Ay + Z r;A; =20,
i=1
kde Ag, A1 ..., A, € R™" jsou symetrické. Ozna¢me jako f* optiméalni hodnotu a jako
M = {1‘ e R™ A+ Z?:l TiA; < 0}

mnozinu piipustnych feseni. Nyni je otazka jak zavést analogii Lagrangeovy duality, protoZe se nejedna
o klasické podminky typu rovnost ¢i nerovnost. ProtoZze zobrazeni (A, B) = tr(AB) predstavuje skalarni
soudin na prostoru symetrickych matic, adaptujeme Lagrangeovu funkci to tvaru

L(z,Z) = cla +tr (Ao + 30, 2:4) Z)
=tr(AgZ) + > i (e + tr(A 2)) ;.
Lagrangeovu dualni funkci zavedeme také analogicky jako

tr(ApZ) pokud ¢; +tr(4;Z2) =0Vi=1,...,n,

—00 jinak.

L(Z):= mienﬂ{n L(z,Z) = {

Matice Z zde hraje roli Lagrangeovych multiplikatori, a narozdil od klasické Lagrangeovy duality zde
nepozadujeme jeji nezapornost, ale positivni semidefinitnost.

Tvrzeni 5.20. Je-li Z = 0, pak L(Z) < f*.

Diikaz. Je-li Z = 0, tak podle lemmatu 5.9 plati vztah tr ((Ag + > x:4;)Z) < 0 pro vSechna pfipustna
x, a tim padem L(z,Z) < f(z). Infimem obou stran nerovnosti dostaneme pozadovany vztah

_ < < e
L(Z) xlean" L(z,7) < acléll\f/IL(x’Z) < $1é1]£[f(:6) f O

Abychom dostali co nejlepsi dolni mez, je opét prirozené zavést dualni tilohu jako maximalizaci Lagran-
geovy dualni funkce

max tr(A4pZ) zapodm. Z =0, ¢; +tr(4;Z2)=0Vi=1,...,n.

Vidime, Ze duélni aloha méa tvar opét semidefinitniho programu Ozna¢me d* optimalni hodnotu této dualni
tlohy. Z tvrzeni [£.20] ihned dostavéame:

2Pokud hledame pouze piipustné feSeni semidefinitntho programu bez dcelové funkce, pak se problém nazyva linearni
maticova nerovnost, anglicky linear matriz inequality (LMI).
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Véta 5.21 (Slaba o dualits). Plati d* < f*.
Protoze je semidefinitni program konvexni optimalizac¢ni tlohou, mizeme dosahnout silné duality za
predpokladu analogie Slaterovy podminky
n
dr e R™: Ao—l—inAi =< 0.
i=1

Nasledujici piiklad ilustruje situaci, kdy se optimalni hodnota nenabyde a také pfipad, kdy neplat{ siln&
dualita.

Priklad 5.22 (Pataki, 2019). Uvazujme semidefinitni program

. 10 01
min —2z; za podm. -— (0 0> + (1 0) =< 0.

Uloha mé jediné piipustné Feseni 2; = 0 a optimalni hodnota je 0. Dualni tloha méa tvar

1
max —zy1 za podm. — (zn > > 0.
1 29

Jeji optimalni hodnota je 0, ale nenabyde se pro zadné piipustné feseni.
Nyni uvazujme semidefinitni program

1 00 100 0 01
min —xzo zapodm. — [0 1 O] 420 O O)4+22]0 1 0] =<0.
0 0 0 0 00 1 00
Optimalni hodnota je 0, protoze kazdé pfipustné feSeni (z1,x2) spliuje xo = 0. Dudlni tloha méa tvar

max —z11 — 292 za podm. Z =0, z11 =0, 299 + 2219 = 1.

Z podminek musi 211 = 212 = 291 = 0 a 290 = 1, a tudiz dudlni optimalni hodnota je —1. Duality gap je
tak roven 1. O

Priklad 5.23. Semidefinitni programovani zobeciiuje linedrni programovani, protoze linearni podminky
snadno vyjadiime jako semidefinitni. Napfiklad linedrni program min Tz za podm. Az < b se piepise
ekvivalentné jako semidefinitni program s diagonalni matici

Al*x — b1 0
min ¢’z za podm. =< 0. U

0 Am*x - bm

Piiklad 5.24. Rada vztahii okolo vlastnich ¢isel se d4 vyjadrit jako semidefinitni podminka. Napiiklad
nejvetsi vliastni ¢islo Apax Symetrické matice A € R™*™:

Amax = min ¢ za podm. t- I, = A.

Nejvétsi vlastni ¢islo pevné matice se samoziejmé dé spocitat efektivngji numericky, ale toto vyjadfeni
je uzite¢né pokud mame dalsi omezeni. Napiiklad, chceme-li uréit nejmensi z maximalnich vlastnich ¢isel
matic lezicich na tiseéce mezi maticemi A; a Ao, miZeme to zformulovat jako semidefinitni program

min ¢t za podm. t-1I, = x1A1 + 224, © >0, 1 +x9 = 1. O

Dulezité pouziti semidefinitniho programovéni je pak aproximace NP-tézkych kombinatorickych tloh.
Vhodné relaxace NP-tézké tlohy vede na semidefinitni programovéni, které je TeSitelné efektivné. Pro
MaX-CuUT pak tento pristup dava aproximad¢ni algoritmus s garantovanou konstantni relativni chybou.
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Kapitola 5. Lagrangeova dualita




Kapitola 6

¢1-metody pro problémy kardinality

Kardinalita. Kardinalitou vektoru « € R™ rozumime pocet jeho nenulovych slozek a znac¢ime
zllo = K5 = # 0}].
Toto znaceni pripomina vektorovou ¢,-normu
lzllp = /2250 il
Skutecné, kardinalitu dostaneme limitnim pifechodem pokud zanedbdme odmocninu:
lzllo = Timy, o+ D20y fail?.

Nicméné, ||z|o jiz vektorovou normu netvoii, protoZe nesplituje trojihelnikovou nerovnost a pozitivni
homogenitu. Navic nenf ani konvexni (pouze kvazikonkavni na R’} ). Pfesto se toto znaceni pouiivé

Problémy kardinality. Kardinalita se ¢asto vyskytuje v optimaliza¢nich tilohach souvisejicich s infor-
matikou jako je teorie informace, statistika ¢i zpracovani signalu. Typicky maji formu

min |[z|lp za podm. z € M,

nebo
min f(x) za podm. z € M, |z|o < k.

Slozitost. Je zfejmé, Ze diskrétni podstata problému zpiisobuje vypocetni potiZe, a Ze problémy s kar-
dinalitou jsou ¢asto NP-tézké. Pro ilustraci ukazeme prevod z 0/1 celoiselného programovani, kdy talohu

min ¢!z za podm. Az <b, x € {0,1}"

prevedeme na
min ¢z za podm. Az <b, |(z,e—x)|o < n.

Tato transformace funguje diky tomu, ze y € {0, 1} je ekvivalentni s nerovnosti ||y[jo+ ||1 —y|lo < 1, neboli
Iy, 1 =y)llo < 1.

6.1 Aplikace

Vybér regresorii. Bud A € R™*™ matice pozorovani a vektor b € R™ vystup pozorovani. Hodnota
m udéava pocet pozorovani. Uloha linearni regrese mé tvar b ~ Az, tj. chceme vysvétlit vystup jako
linearni vztah vstupu a x € R™ jsou hledané regresory. Protoze typicky nelze rovnost b = Ax splnit
presné, statisticky model je b = Az + err, kde err jsou ndhodné chyby podle urcitého rozdéleni. Za pouziti
metody nejmensich ¢tverct pak optimalizacni vyjadieni je mingegn ||Az — b|2.

U Autorem je americky statistik David Donoho.
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Typicky chceme vysvétlit b pomoci malého po¢tu regresorii, coz vede na formulaci
min [|[Az — b||2 za podm. |z|o < k,

kde k je zvolena konstanta.

Naptiklad chceme urcit zavislost délky Zivota na riznych faktorech, jako je koufeni, piti alkoholu,
vaha, atp. Pochopitelné mohu zaclenit velké mnozstvi faktoru (vyska, politickd a sexudlni orientace,...),
ale pak model bude prilis komplikovany a nic nefikajici. Cilem je tedy vysvétlit vysvétlovanou proménnou
(délku Zivota) pomoci malo klicovych faktoriu. Prakti¢téjsim prikladem je vysvétleni riznych funkei DNA
pomoci jejich klicovych tseku.

Minimalizace poétd poruSeni. Uvazujme soustavu nerovnic

fi(z) <0, i=1,...,m,
ktera je nefeSitelna, ale pfesto bychom chtéli najit néjaké ,feSeni“. Zde je prirozené hledat vektor, ktery
spliiuje co nejvice nerovnic, neboli porusuje co nejméné omezendi:
min [|y|lo za podm. fi(z) <y;, i=1,...,m.
Napiiklad pfi rozvrhovani kalendare na vanoc¢ni vecirky chceme najit takovy plan, abychom potkali

co nejvice kamaradi, tedy minimalizovali pocet téch, které mineme. Jinym piikladem je tvorba skolniho
rozvrhu s minimalizaci po¢tu nesplnénych pozadavkt od ucitela.

Klasifikace a nejméné chybami. Uvazujme data (z;,y;) € R"x{£1},i =1,...,m, a hledame linearni
klasifikator a’z 4+ b = 0 tak, aby
yi =sgn(alz; +0), i=1,...,m,
neboli
yi(aTz; +b) >0, i=1,...,m.
A pokud to neni mozné, aby pocet chyb byl minimélni. To vede na formulaci
min ||z]jo za podm. y;(alz; +b) +2>1,i=1,...,m.

Diky positivni homogenité je podminka y;(a’ x; + b) + z; > 0 ekvivalentni s y;(a’ z; + b) + z; > 1.
V Kklasifikaci problém kardinality vystupuje jesté jednou, kdyz chceme klasifikovat tak, aby vektor
norméaly a mél co nejvice nulovych slozek

min [jaljo za podm. y;(alz; +b) +2>1,i=1,...,m.

Tento problém se nazyva feature selection a hledame v ném hlavni rysy pro klasifikaci. Tyto hlavni rysy
odpovidaji nenulovym slozkdm vektoru a. Dimenze n tedy z principu je vét$i a neni takovy problém
s oddélitelnosti jako s tim najit vhodnou oddélujici nadrovinu a ty dulezité rysy.

6.2 Aproximace pomoci /;-normy

Optimaliza¢ni tlohy s kardinalitou jde v principu feSit hrubou silou dekompozici na 2" poduloh podle toho
jestli x; je nulové ¢ nikoli. To je v8ak prilis vypocetné narocné, takze se zamérime na dobrou aproximaci.
Zékladem efektivni aproximace je nahrazeni ||z||o sou¢tovou normou ||z|; =Y, |z;|. Potom se da cela
fada problémi fesit efektivné, a navic sou¢tova norma dobfe aproximuje kardinalitu (z povrchniho hlediska
ma ||z||op nejblize k ¢1-normé ze vSech £)-norem)
Ulohu
min |[z|lp za podm. z € M,

pak nahradim aproximovanou tlohou
min [|z]|; za podm. x € M.
Navic norma [|z||; je nyni ,hezkd*, nebot jde pfeformulovat linearnim zptisobem jako

min e’y zapodm. z € M, 2 <y, —z<uy.
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Interpretace pomoci konvexni relaxace. Pfedpokladejme omezenost mnoziny piipustnych feSeni a
tlohu s kardinalitou
min |[z|lp za podm. z € M, |z| < ae

preformulujeme jako tlohu celoéiselného programovani

min el

z zapodm. z € M, |z| <az, ze€{0,1}".
Standardni celoCiselné relaxace vede na linearni program

min e’z zapodm. z € M, |z|<az, 0<z<e.
Pro optiméalni feSeni se nerovnost |z| < az nabyde jako rovnost, a z ni odvodime

1T
min —e'|z| zapodm. x € M,

coz je £1-norm aproximace.

Interpretace pomoci konvexniho underestimatoru. Konvexni underestimator funkce f(x) je jaka-
koli konvexni funkce g(x) spliwjici g(z) < f(x) na piislusné mnoziné. Konvexni obalka f¢"(z) funkce f(x)
je pak nejlepsi konvexni underestimator. Ten za obecnych predpokladi existuje, protoZze pro dva konvexni
underestimétory gi(x), g2(z) je funkce max{g;(x), g2(x)} také konvexni underestimator. Tudiz f¢"(x) je
supremem v8ech konvexnich underestimatori. Epigraf funkce f¢"*(x) je pak konvexnim obalem epigrafu

funkce f(z).

Konvexn{ obalka funkce ||z|jo na intervalu z € [—a, o] je funkce 2|z|. Zobecnéno na dimenzi n, konvexni
obalka funkce ||zo na z € [—a, a]™ je funkece 1 |z|).

Vylep$eni aproximace. Aproximaci tlohy mingc s [|z]|o jesté vylepsime tim, Ze vezmeme optimum z%
aproximované ulohy, a jeho pattern (pozice nulovych a nenulovych prvki), a s tim to patternem vyfesime
puvodni tlohu. Tedy definujeme vektor

S; =

1 pokud xf #0,
0 pokud CCZR =0

a vyresime ulohu
min ||z]o za podm. x € M, z; =0 Vi:s; =0.

Iterativni vylepSovaci algoritmus. ReSeni nalezené £1-norm aproximaci lze jesté vylepSovat jednodu-
chou iterativni metodou. Uvazujme tlohu minge s ||z||o, zvolme pocéatecni vektor vah w := e, a iterativné
opakujme
1: vyfe§ vaZenou ¢1-norm aproximaci mingcyy || diag(w)z||1, a bud z* optiméalni FeSent,
1

2: uprav vahy w; ;= ————, i =
€+ |27

1,...,n.

Algoritmus typicky konverguje po nejvyse péti iteracich. V kazdé iteraci feSime vazenou #1-norm aproxi-
maci s tim, ze vétsi vahu davame slozkam s malou hodnotou |z7|.
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P#iklad 6.1. Ulohu linearni regrese

min [[Az — b|]2 za podm. |z|o <k, x € R"
aproximujeme tlohou konvexniho kvadratického programovani

min ||Az —b|l2 za podm. |jz|; <k, z € R"™

D4 se ukazat, ze pokud pocet pozorovani m > c- k - log(n), kde ¢ je ur¢ita absolutni konstanta a prvky
matice A maji normalni rozdéleni z N(0,1) ¢ jemu podobné, potom aproximace d& pfesné feSeni skoro
vzdycky (ve statistickém smyslu).

Tento model se nazyva metodou LASSO (least absolute shrinkage and selection operator, Robert
Tibshirani, 1996). Nékdy se téz formuluje ve tvaru

min [[Az —b|2 + Al|lz||1 za podm. x € R",

v némz penalizujeme vektory s velkymi a nenulovymi hodnotami. Velikost penalizace je pfimo tmérna
zvolenému parametru A > 0. O

Priklad 6.2 (Rekonstrukce signalu). Uvazujme problém rekonstrukce signélu, viz ptiklad 23] Necht
vektor £ € R™ zna¢i neznamy signal, a necht y = & + err zna¢i naméfeny signal se Sumem. Chceme
zasumény signél vychladit a tedy najit dobrou aproximaci Z. Budeme tedy hledat takovy vektor z € R”,
aby byl dost blizko y a zaroven aby byl odpovidajici signal vyhlazeny, tj. nedochazelo k velkym skoktm
mezi sousednimi hodnotami.

To vede prirozené na vice-kriterialni tlohu

min ||z — yll2, |ziy1 — x4 Vi
z€R™
Vazenym souctem kritérii dostaneme skalarizaci
. -1
min |z —yll2 + 3255 w1 — @il
TzeR™
kde v > 0 je dany parametr. Vétsi hodnota v upfednostiiuje prvni kriterium, tedy signél je blize naméfe-

nému, zatimco mensi v vede na vyhlazené&jsi signal.

Zavedeme-li diferenéni matici D € R(n—1)xn

lze prepsat jako

s prvky Dy; =1, D; ;41 = —1 a s nulami jinak, tak tloha

min ||z — yll2 + || Dzl
z€R™
To lze opét nahliZet jako na aproximaci tlohy kardinality
i — D
min |z ~yllz2 + [ Dzllo,

v niz hledame aproximaci signalu ve tvaru po ¢astech konstantni funkce. Tento pristup se nazyva total
variation reconstruction, a najde uplatnéni hlavné u digitalnich signald.
Grafické porovnani je k dispozici na obrazku [6.1], ktery pochazi z webovych stranek:

http://stanford.edu/class/ee364a/lectures/approx.pdf

Podobny pristup se pouziva i pro analyzu a zpracovani obrazki, pro problémy odstranéni neostrosti a
rozmazanosti, rekonstrukci ponicenych obrazkt atp. Viz webové stranky

http://www.imm.dtu.dk/ pcha/mxTV/ O


http://stanford.edu/class/ee364a/lectures/approx.pdf
http://www.imm.dtu.dk/~pcha/mxTV/
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6.3 Rank minimization
Uvazujme problém minimalizace hodnosti neznamé positivné semidefinitni matice X za urcitych podminek
min rank(X) za podm. X >0, X € M.

Tyto tlohy jsou NP-tézké i pfi linedrnich omezenich. V zasadé zobechuji problém kardinality, protoze
llz|lo = rank(diag(x1, ..., zy)). UkdZeme i pfimou redukci z problému Fesitelnosti celo¢iselného programu
Az < b, x € {0,1}". Tento problém lze jednoduse piepsat na

min rank(diag(xi,...,z,,1 —x1,...,1 —x,)) za podm. Az <b.

Ptvodni celo¢iselny program ma feseni pravé tehdy, kdyz optimalni hodnota je n.

Z diivodu vypoéetni slozitosti je vhodné tilohu aproximovat. Oznaéme jako A(X) := (A1 (X), ..., \(X))T >
0 vektor vlastnich ¢isel positivné semidefinitni matice X. Potom rank(X) = ||A(X)||o, a tudiZ je vhodnou
aproximaci nahradit hodnost hodnotou [|A(X)|1 = Y7 Mi(X) = tr(X), coz ve de na alohu

min tr(X) za podm. X >0, X € M.

Priklad 6.3 (Low rank aproximace). Chceme nahradit positivné semidefinitni matici A blizkou matici
malé hodnosti. To muze byt uzitecné pii uréitych typech komprese ¢i regrese, nebo napiiklad kdyz chceme
extrahovat néjaky vzor z obrazku. Matematicky to miZzeme vyjadrit jako model

min rank(X) za podm. || X — Al <e, X =0,
a prakticky Tesit jako
min tr(X) za podm. || X —A| <e, X >0.

Toto je konvexni tloha a jde Tesit efektivné. Specialné, pokud za maticovou normu zvolime maximovou
(Cebysevovu) normu, pak ma uloha vyjadfeni jako semidefinitni program

min tr(X) zapodm. X —A<eFE, - X+A<eE, X =0,

kde E = ee! je matice samych jednicek.
Pokud za maticovou normu zvolime spektralni normu, pak i pavodni problém lze fesit efektivné pomoci
SVD rozkladu vynulovanim nejmensich singularnich ¢isel. O

Piiklad 6.4 (Kvadratické programovéani). Uvazujme tlohu kvadratického programovani s kvadratickymi
podminkami (srov. sekce 2.])

min 27 Cz +d'z za podm. z7A;z + biTx <g¢,i=1,...,m,

kde C,Aq,..., A, € R™™ jsou symetrické a ne nutné positivné semidefinitni matice. To dé&la dlohu
vypocetné narocnou (NP-tézkou). Na druhou stranu, takto lze formulovat celou fadu probléma.
Napiiklad alohu MAX-CUT nalezeni maximéalniho fezu v grafu G = (V, E) lze vyjadiit jako

1
max ZxTLm za, podm. xf =1,:i=1,...,n,

kde L je Laplaceova matice grafu definovana takto: L;; je stupen vrcholu i € V, L;; = —1 pokud {3, j} € E
a L;; = 0 jinak. Potom vrcholy s z; = 1 patii do jedné ¢asti Fezu a vrcholy s x; = —1 do druhé c¢asti. Pro
kazdé ¢ € V je pak

Z Lijxix; = deg(i) — Z xix; = 2 X pocet hran z i do 2. ¢asti Tezu.
J j{i.jteE

Proto z” La da ¢tyinasobek fezu.
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Zavedme matici X := zz” > 0. Tato rovnost se da ekvivalentné vyjadiit jako

X =z
rank <xT 1) =1.

To se nahlédne snadno: Pro X := zz? je zfejmé hodnost rozsifené matice 1. Naopak, pokud je hodnost
matice 1, pak v8echny sloupce jsou nasobky posledniho, speciélné (z posledniho fadku) je prvni sloupec
x1-nasobek posledniho, atd. az predposledni sloupec je x,-nasobek posledniho. TakZe matice X mé tvar
X = xaT,

Nyni hodnotu 7 Cz 1ze vyjadiit jako 27 Cx = tr(z7 Cz) = tr(Czz!) = tr(CX), a pivodni tlohu lze
ekvivalentné vyjadrit jako

min tr(CX) +d'z zapodm. tr(A;X)+blz<c¢, i=1,...,m,

X
<1.
rank <xT 1> <1

Prislusna aproximace je potom dvou-kriterialni tloha

min tr(CX) +d z, tr(X) za podm. tr(4;X)+blz<¢, i=1,...,m,
X z
—
<xT 1> = 0,

min tr(CX) +dlz +~ytr(X) za podm. tr(4;X)+blz<c¢, i=1,...,m,

X =z
—
(mT 1) z 0,

kde v > 0 je vhodny parametr. O

coz opét mohu fesit skalarizaci

Vice aplikaci je k nahlédnuti napiiklad v [Fazel [2002].

Obecny pripad. Doposud jsme za nezndmou matici uvazovali symetrickou positivné semidefinitni ma-
tici. Nyni uvazujme obecny piipad ne¢tvercové matice X € R™*™

min rank(X) za podm. X € M.

O tom, Ze tloha je netrividlni dosvédcuje i obrazek ilustrujici komplikovanou strukturu mnoziny
matic dané hodnosti.
Vhodnou aproximaci hodnosti je nukledrni norma matice definovana

rank(X
X o= 30 oy X),

kde 0;(X) := /Ai(XTX) jsou singulérni ¢isla matice X. D4 se ukazat [Fazel [2002], Ze nuklearni norma
je konvexni obélka funkce hodnosti, tedy nejtésnéjsi dolni konvexni odhad rank(X).

Piiklad 6.5 (Robustni PCA). Uloha zni ur¢it klicovou podstatu dat, representovanou matici A € R™*".
Pfistup robustni PCA (principal component analysis) je rozlozit matici A na soucet A = L + S, kde L
mé malou hodnost a S je fidka. Pak L representuje podstatnou ¢ast dat a S typicky chybna méfeni.
Matematicky FeSime tlohu

Iiliél rank(L) +v||S|lo za podm. A=L+ S,
kde v > 0 je parametr vazici dtlezitost obou ¢lenti. Hodnost matice L podle postupu nahofe nahradime
nuklearnf normou a kardinalitu matice S nahradime sou¢tovou normou |[S|ls, :=>_; ;[si;|. Pak aproximo-
vané tloha ma tvar

min L], +7S]e, 7 podm. A=L+S.
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v oM v

Tato tloha jiz je tlohou konvexni optimalizace, nebot norma je konvexni funkci. D4 se tudiz feSit pomérné
efektivneé.

Tato metoda se pouZiva napriklad pro rozpoznavani pozadi a popredi sekvence obrazku. Sloupce matice
A odpovidaji jednotlivym obrazktm. Matice L bude zhruba odpovidat pozadi, protoZe to se nepohybuje
a matice tak m4 malou hodnost. Ridka matice S pak zachycuje popiedi. U
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total variation reconstruction example

0 500 1000 1500 2000

0 500 1000 1500 2000
7

original signal x and noisy
signal xcor

Il
0 500 1000 1500 2000

Il
0 500 1000 1500 2000

Il Il
0 500 1000 1500 2000
2

three solutions on trade-off curve
|Z — Zcor||2 Versus ¢quad(Z)

quadratic smoothing smooths out noise and sharp transitions in signal

Approximation and fitting

0 500 1000 1500 2000

0 500 1000 1500 2000
7

original signal x and noisy
signal xcor

Il
0 500 1000 1500 2000

Il Il
0 500 1000 1500 2000

1500 2000

_92 . |
0 500 1000
2

three solutions on trade-off curve
|Z — @cor |2 versus diy ()

total variation smoothing preserves sharp transitions in signal

Approximation and fitting

6-16

Obrazek 6.1: Priklad U obou obrazkt vlevo piivodni signal a dole se Sumem. Napravo oCiStény signéal
se zmenSujici se vahou . V prvnim obrazku nahofe pouziti kvadratického vyhlazovani z piikladu 23] dole
total variation reconstruction, které lépe aproximuje digitalni signal.
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Rank can be complicated...

What does a rank constraint look like?

’ TR
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2
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i S 8.

A Sy

7
7 /77
__...—.-r_‘v""’,',:".

(section of)
(section of) 7x7 matrices, rank 6

3x3 matrices, rank 2
13

Obrazek 6.2: Komplikované struktura mnoziny matic dané hodnosti. Zdroj www.mit.edu/ parrilo/pubs/
talkfiles/ISMP2009.pdf


www.mit.edu/~parrilo/pubs/talkfiles/ISMP2009.pdf
www.mit.edu/~parrilo/pubs/talkfiles/ISMP2009.pdf
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Kapitola 7

Problém linearni komplementarity

7.1 Zakladni vlastnosti

Problémem linearni komplementarit je uloha pripustnosti systému bez ucelové funkce
y=Mz+q, y,2>0, y'2=0, (7.1)

kde M € R™™ a ¢ € R" jsou dané a y,z € R" jsou proménné. Omezeni jsou linearni az na podminku
yT'z = 0. Této podmince se iikd podminka komplementarity, protoze ekvivalentné ¥ika, Ze pro kazdé i je
y; = 0 nebo z; = 0.

Pozorovani 7.1. Je-li ¢ > 0, pak ({Z1) md TeSeniy = q, z = 0.

S touto tlohou jsme se jiz seznamili v sekci B3] skrze KKT podminky konvexniho kvadratického
programovani. Konvexniho kvadratického programovéni jde tedy zredukovat na problém linearni komple-

vvvvvv

kvadratické programovani takto
min 27 (Mz+q) zapodm. y=Mz+q, y,z>0. (7.2)
Protoze ucelova funkce je nezdpornd na pfipustné mnozing, tato tloha ma optimalni hodnotu 0 préavé
tehdy, kdyz (7)) mé feSeni.
Problém linearni komplementarity je efektivné feSitelny pokud je napiiklad matice M positivné se-

midefinitni (coZ je pfipad KKT podminek konvexniho kvadratického programovani). Obecné je ale uloha
silné NP-tézka, coz nahlédneme ekvivalenci s celo¢iselnych programovanim.

Ekvivalence s linearnim celociselnych programovanim

Pro redukci (7)) na celoéiselné programovani staci pieformulovat podminku komplementarity y?z = 0.
Tu rozepiSseme jako
yi <aby, zp<a(l—=1b), i=1,...,n,

kde a > 0 je dostatetné velké (jak velké, ale s polynomiélni velikosti, viz [Schrijver |[1998]) a b; € {0,1}
jsou binarni proménné.
Naopak, celo¢iselny program
Az <b, >0, z€{0,1}"

lze prepsat na tlohu lineadrni komplementarity
Az <b, z,y>0, 2Ty=0, z+y=e,

kterou neni t&zké prevést do zékladniho tvaru (Z.1]).

/ /
€)= )(0)+ (). wociezn 5o
n

U N4azev navrhnul Richard W. Cottle (*1934) roku 1965, kdy ziskal problém tustfedni pozornost. Studuje se od 40. let 20.
stoleti, ale ur¢ita pozorovani jsou ale i starsiho data.
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Naivni algoritmus

Dekompozici na 2" poduloh. Bud I U J = {1,...,n} disjunktni rozklad, kterychzto je 2". Pro kazdy
rozklad zafixujme y; := 0 a z; := 0, a soustava (ZI)) ma tvar linearni soustavy

OZMLIZI—{—QI, (73&)
yJaZ[ Z 0) (73C)

kterou muzeme vyftesit linedrnim programovanim.

Bimaticové hry

Budte {1,...,m} strategie hrace I, {1,...,n} strategie hrace II, a necht A, B € R™*™ jsou vyplatni
matice obou hraca. Tedy pii strategii (4,j) obou hraci zaplati hrac¢ I ¢astku a;; a hrac II castku by;.
Necht x je smiSené strategie hrace I, tedy pravdépodobnosti vektor nad ¢istymi strategiemi. Tim je
libovolny vektor > 0, ez = 1. Podobné bud y > 0, e’y = 1, smiSen4 strategie hrace II. Pak st¥edni
platba hrace I je 27 Ay a hrace 11 27 By.
Nashovo ekvilibrium je dvojice strategii (Z,7) takova, zZe

T Ay < 2TAy Ve X,
#'By<i'By vyeY.

kde X a Y jsou mnoziny smiSenych strategii. Zadnému hragi se tedy nevyplati zménit strategii z této
rovnovahy, protoZe by si tim pohorsit (resp. nepolepsil). V ¢&istych strategiich Nashovo ekvilibrium existovat
nemusi, ale ve smiSenych vzdy alesponi jedno existuje.

Bez tijmy na obecnost piedpokladejme A, B > 0, ¢ehoz jde dosahnout posunem A := A + aee’,
B := B + aee pro dost velké o > 0.

Vektor Z je tedy optimem linearntho programu mingex (Ag)7 x, nebo ekvivalentné pomoci podminek
optimality existuje u takové, Ze

eu < Ay, (A —eu) =0.

Analogicky pro g existuje v takové, ze
ev < BT#, §7(BT# —ev) =0.

To nam tedy nd va nutné a postacujici podminky pro to, aby (Z,7) € X x Y bylo ekvilibrium. Tuto
podminky predstavuji problém linedrni komplementarity a neni tézké je prepsat do zékladniho tvaru

1.

7.2 Resitelnost, jednozna¢nost a P-matice

Zajimé nés za jakych podminek je problém linearni komplementarity feSitelny, kdy méa kone¢né mnoho
feSeni a kdy jednoznacné feseni. kdy je mnozina feSeni konvexni, omezena atp. Je zajimavé, ze kazda tato
vlastnost vede na urcitou tiidu matic, které jsou jistym zptisobem provizané a maji uréité spoleéné rysy
v jejich charakterizaci. Z ¢asoprostorovych divodu stihneme jen P-matice a jim podobné.

Pfipomenme, Ze hlavni podmatice vznikne odstranénim urcitého pocétu radkt a sloupci stejné inde-
xovanych. Celkem tedy matice n X n ma 2" — 1 hlavnich podmatic.

Véta 7.2. Problém linedrni komplementarity md konecné mnoho teSeni pro kazdé q € R™ prdve tehdy,
kdyZ jsou determinanty vsech hlavnich podmatic M nenulové. V pTipadé konecné mmnoha teSeni jich je
nanejuys 2".
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Diikaz. Jako v naivnim algoritmu nahofe rozdélime problém na 2" poduloh. Bud T U J = {1,...,n}
disjunktni rozklad, kterychzto je 2". Pro kazdy rozklad zafixujme y; := 0 a z; := 0, a soustava (1) ma
tvar (Z.3]), neboli

0= My 21 +4r, (7.4a)
0< Mz +qy, (7.4b)
zr > 0. (7.4c)

»<=" Z predpokladu je M, regularni, tedy rovnice (T4a) ma jediné feSeni, které muZe a nemusi
splhovat ostatni omezeni.

»=" Je-li M, ; singularni, pak rovnice 0 = M, ;z; popisuje alespoll piimku a vhodnou volbou ¢;
dosédhneme toho, Ze protind nezaporny ortant. Pro dost velké q; > 0 pak cast této piimky zistane
feSenim, tedy Teseni je nekoneéné mnoho. U

Piiklad 7.3. Hodnota 2" pro pocet feSeni se nabyde napiiklad pro tlohu
y=—z2+e, y,z2>0, yTz:O.
Vgechna feSeni jsou tvaru z € {+1}" ay =€ — z. O
Jednoznacnost feSeni vede na pojem P-matice.

Definice 7.4. Matice A € R™*™ se nazyva P-matici, pokud jsou determinanty vSech hlavnich podmatic
kladné.

Priklad 7.5. Matice (} ) je P-matice, ale (5 9) neni. O
Pozorovani 7.6. Symetrickd matice je P-matici pravé tehdy, kdyZ je positivné definitni.

Diikaz. Symetrickd matice je positivné definitn{ pravé tehdy, kdyz jsou determinanty vSech hlavnich pod-
matic kladné, coz je totéz jako P-maticovost. U

Uzitecna ac ryze teoretickd charakterizace P-matic je nasledujici.

Véta 7.7 (Fiedler and Ptak,[1962). Matice M € R™*™ je P-matici pravé tehdy, kdyz pro kazdé x € R™\{0}
ezistuje i € {1,...,n} takové, Ze x;(Mz); > 0.

Nyni pfijde na fadu tstfedni véta o vztahu P-matic a problému linedrni komplementarity.

Véta 7.8 (Samelson et all, 1958; Ingleton, [1966; Murty, 1972). Problém linedrni komplementarity md
jednoznacné teSent pro kazdé q € R™ prdvé tehdy, kdyz M je P-matice.

Diikaz. (Idea dikazu.)

»,=" Pokud M neni P-matice, pak podle véty [[1 existuje nenulovy vektor = takovy, ze x;(Mx); <0
pro viechna i. Definujme vektory z,y jako po slozkach kladné ¢asti z := xt a y := (Mx)", a definujme
pravou stranu ¢ := y — Mz. Pak z,y fesi (T.I]) a stejné tak fesi alohu i vektory zapornych ¢asti 2/ := x~
ay = (Mz)~. Tudiz (J) neméa jednoznaéné reseni.

»,<=* Predpokladejme nyni, ze M je P-matici. D4 se ukazat s vétsim usilim, ze () je Fesitelna.
Existuje teoreticky diikaz, nebo i dikaz ukazujici, Ze pro P-matice konverguje Murtyho algoritmus, ktery
fesi ulohu () simplexovou metodou s tim, Ze v béazi nejsou nikdy zaroven komplementarni proménné z;
a Yi.

Jednozna¢nost nahlédneme sporem. Necht (z,y) a (2/,9') jsou dvé FeSeni. Pak y — ¢y = M(z — 2/), a
rozborem ¢tyt piipadi z podminek komplementarity pak pro kazdeé i je (z; — z)(y; — ;) < 0. Tudiz

(2= 2)iM(z=2))i=(z=2)ily—y)i <0 Vi=1,...,n,

coZ je ve sporu s P-maticovosti M podle véty [.71
Pozndamka: Jednoznaénost fesent pro positivné definitni M. Je-1i M positivné definitni, pak tloha (7.2)
je ryze konvexnim programem, a proto mé maximalné jedno optimalni feSeni. U
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Reseni y(q), z(¢) (1) jako funkce pravé strany ¢ je tedy dobie definovana funkce pokud M je P-matice.
Da4 se navic ukézat, ze y(q), z(q) je spojita funkce, dokonce globalné lipschitzovska |Cottle et all, 2009], a
navic po ¢astech linearni.

Véta 7.9. Resent (71) jako funkce pravé strany q je po castech linedrni funkce.

Diikaz. Opét dekompozici na 2" podiloh. Pokud pro dané I, J ma rovnice ([C3al) feSeni, vyhovujici ostat-
nim omezenim v (Z.3)), pak FeSeni je linearni vici . Navic mnozina téch I, J, kdy (7.3al) zistane TFesitelnou,
je uzaviena, tedy neni problém s nespojitym piechodem k jinému I’, J’ pfi zméné ¢, nebot ve fazi zmény
maji feSeni ob& podulohy. O

Pro positivné (semi)-definitni matice jsou znamy silnéjsi vysledky.

Véta 7.10. Bud M positivné semi-definitnd.
(1) Je-li (7)) Fesitelné bez podminek komplementarity, pak je TeSitelné i s nimi.
(2) Mnozina teSeni (7.1) je konvexni polyedr.
Jak jsme ukazali, dulezitd podtiida P-matic jsou positivné definitni matice. Jaké jesté jiné zajimavé

matice jsou P-maticemi?
Uvazujme diagondlné dominantni matici M s kladnou diagonalou, tj.

Snadno nahlédneme, Ze tyto matice jsou P-maticemi. Diky vété o Gerschgorinovych discich jsou vSechna
vlastni ¢isla matice M v kladné poloroviné komplexni roviny, a proto det(M) > 0. Ze stejného duvodu
jsou kladné i determinanty hlavnich podmatic.

MiZzeme tuto t¥idu jesté rozsirit? Nejprve nahlédneme, ze P-maticovost je invariantni vici prendsobeni
radki a sloupcu kladnym ¢éislem

Pozorovani 7.11. Budte D, D’ diagondlni matice s kladnou diagondlou. Pak matice M je P-matici prdve
tehdy, kdyz DM D’ je P-matict.
Diikaz. Nasobeni radku ¢ sloupce kladnym éislem nezméni znaménko determinantu. O

Toto pozorovani nAm umoznuje rozsitit diagonalné dominantn{ matice na véts{ podtiidu P-matic. Plat{
totiz, ze M je P-matice, pokud existuje vektor d > 0 takovy, Ze

mi;d; > zj?éi \mij]dj, Vi=1,...,n. (7.5)

Takovato matice se nazyva H-matice s kladnou diagonalou. Testovat, zda dana matice M spliuje tuto
podminku je jednoduché. Prvnim napadem by mohlo byt najit d > 0 vhodnym linedrnim programem, ale
jsou znamy efektivnéjsi zptsoby. Stacéi uvazovat tzv. porovnavaci matici M definovanou

N m;j pokud ¢ = j,
mg; = ..
—|my;|  jinak,
kterd je s ptivodni ekvivalentni co do splnitelnosti vlastnosti (Z.5]). Nyni staci ovéfit, ze M je M-matice,
¢ili ze splije M~ > 0, nebo ekvivalentné Ze realna vlastni ¢isla M jsou kladna.
Véta 7.12 (Coxson, 1994). Testovdni, zda dand matice je P-matici je co-NP-iplnij problém.

Diikaz. Viz|Coxson [1994]; Rohn [1996]. Idea je zaloZena na transformaci testovani singularity intervalové
matice fadu n na P-maticovost redlné matice fadu n?. O

Z véty [[.8] vime, Ze pro P-matice m4 problém linearni komplementarity jednozna¢né reseni pro libo-
volnou pravou stranu. Implikuje to ale efektivni algoritmus? Pro positivné semidefinitni matice je tloha
([T1) polynomiélné fesitelna, ale pro obecné P-matice je to otevieny problém. Existuji v8ak divody pro
to se domnivat, Ze i pro jakoukoli P-matici je stale problém polynomiélni

?Viz Lukas Schiesser, P- & SU - LCP may not be hard, 2015.
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Dalsi ¢teni. Knihy [Cottle et al. [2009]; Murty [1988] nebo ¢esky ucebni text Rohn [1997].

7.3 Absolute value equation

Soustava Ax = b je notoricky znamé, ale zde budeme feSit trochu obecngjsi soustavu s absolutni hodnotou
(poprvé zkoumal detailné Rohn [2004])

Az — Blz| = b, (7.6)

kde A, B € R™™ a b € R™ Narozdil od klasické soustavy linearnich rovnic tato soustava muze mit
nékolik ale kone¢né mnoho feSeni. Nejvice (ale koneéné mnoho) jich mize byt 2", coz se nabyde napft. pro
soustavu |z| = e, kterd ma za mnozinu feSeni {£+1}". Vice jich byt nemiZe, protoZe pokud uvazujeme
feSeni odpovidajici znaménkovému vektoru s € {£1}", tj. sgn(z) = z, pak mnoZina FeSeni je konvexni
polyedr popsany
Az — diag(z)x = b, diag(z)z > 0.

Ten miize byt préazdny, jednobodovy nebo se skladé z nekoneéné mnoha bodi. Otéazkou je, jestli kazda
hodnota mezi 1,...,2" se nabyde jako pocet feSeni n&jaké soustavy?

Ekvivalence s problémem linearni komplementarity

Véta 7.13 (Mangasarian and Meyer, 2006; Mangasarian, 2007; [Rohn, 2012). Uloha soustavy s absolutni
hodnotou (Z7.8) je ekvivalentni s wilohou linedrni komplementarity (7.1]).

Diikaz. Uvazujme tlohu linearni komplementarity (7.1])
y=Mz+q, y,2>0, ylz=0. (7.7)
Ukazeme, ze je ekvivalentni se soustavou
I+ M)x+(I—-M)|z|=2q (7.8)

pomoci substituce y = 21, 2 = 27, kde 1 = max(z,0), 2= = max(—=z,0) je kladna a zaporna ¢ast x po
slozkach. Touto substituci a dosazenim x = 2 — 27, |z| = 27 + 2~ snadno pievedeme fefeni soustavy
(Z8) nad soustavu (7). Podobné naopak, je-li y, z FeSeni (7)), pak = := y — z fesi (T.8).

Uvazujme naopak tlohu Az — |z| = b. Vektor = vyjadiime opét jako 2 = 2+ — z~. Uloha piepiseme
na ekvivalentni tvar

Azt —z7) = (@t +27)=0b, 2T,27 >0, (T2 =0,
neboli
(A-=Dat —(A+ Dz~ =b, =527 >0, (zH)Tz" =0,

To je uloha linearni komplementarity. Do zakladniho tvaru lze snadno prevést pokud matice A — I (nebo
A+ 1) je regularni, tedy pokud matice A nemé vlastni ¢islo 1. Toho lze dosdhnout snadno preskalovanim
puvodni soustavy a proménnych. O

Ze zvySe zminéné ekvivalence vyplyva, Ze Fesit soustavy s absolutni hodnotou je NP-tézké. Predvedeme
ale piimy dtkaz.

Véta 7.14 (Mangasarian and Meyer, 2006; Mangasariaxnl, 2007). Testovdni Fesitelnosti soustavy (7.4) je
NP-tezkeé.

Diikaz. Uvazujme NP-tézkou tlohu SET-PARTITIONING: Lze mnozinu danych ¢isel g, . .., o, € N rozdélit
do dvou skupin se stejnym souc¢tem? Ekvivalentné vyjadreno, existuje x € {£1}" tak, ze Y ;- | az; = 07
Jinymi slovy, ptame se po TeSitelnosti soustavy a absolutni hodnotou

n
Zaﬂi =0, |z|]=e.
i=1
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Aby soustava odpovidala zakladnimu tvaru (Z.6]), pfidame navic proménnou z, 1

n
Zai$i+0$n+1:0, lz;)|=1,i=1,...,n. O
i=1
Jednoduchou tpravou dikazu l1ze ukazat, ze NP-tézké je i rozhodovani zda feSitelné soustava mé jediné
feSeni nebo jich je vic |Prokopyev, 2009].

Jednoznacnost, existence

Néasledujici podminka je postacujici pro existenci a jednoznac¢nost feseni. Pouzivame eukleidovskou normu
pro vektory, ¢emuz odpovidé spektralni norma pro matice.

Véta 7.15. Jestlize | B|| < 1, pak soustava v — B|z| = b md prdvé jedno feSeni pro kazdé b € R™.
Diikaz. ,,Jednozna¢nost.“ Necht x,y jsou dvé rizné feSeni soustavy. Pak
|z =yl = 1Blz| = Blylll < Bl - =] = [ylll <llz =yl

spor.
,Existence.“ Uvazujme posloupnost xx, k = 1,..., kde xp11 = B|zk| + b a x1 je libovolné. Vzdalenost
dvou po sobé jdoucich ¢lenti posloupnosti odhadneme podobné jako nahoie jako

ks — il = | Blagl + b — Blayi]| — bll < |B] - llewl = lzxll < IBI - ek — il

Jelikoz vzdalenost klesa geometrickou fadou, je posloupnost Cauchyovska a tedy konvergentni. Limita pak
nutné spliiuje z = Blz| + b, tedy je hledanym FeSenim. O

Zde je dobré si uvédomit, ze podminka || B|| < 1 jesté nezarucuje sgn(z) = sgn(b) a tim padem znalost
znaménka TeSeni. Jako priklad uvazujme soustavu

(0 05— (!
0 0 4 )
Jednoznacné feseni je x = (1,4), jehoz znaménka se neshoduji se znaménky b.

Existence 2" feSeni. Uvazujme nyni soustavu
Az — |x| = 0.

Pokud A =0 a b < 0, bude mit soustava 2" feSeni. Existence 2" feSeni bude tedy zarucena i pro b < 0 a
,dost“ malou matici A. Formalné, pro kazdé s € {£1}" chceme, aby soustava (A—diag(s))z = b méla jediné
feSeni spliwjici sgn(x) = s. Pro existenci feSeni staci, aby matice A—diag(s), nebo po prendsobenim matice
I—diag(s)A, byly regularni. Zapouzdiime matice do intervalové matice I —diag(s)A € [I—|A|, [+|A]]. Tato
intervalova matice je regularni pravé tehdy, kdyz p(]A|) < 1. Tato podminka tedy Fika, jak ,mala“ musi
matice A byt. Jesté ale zbyva zpracovat podminku, aby feSeni soustavy (A —diag(s))z = b lezelo v ortantu
diag(s)x > 0. K tomu opét poslouZi relaxace na intervalovou matici a pouziti obélek na zapouzdfeni
mnoziny TeSeni. Podminka, aby obalky nalezely do piislusnych ortanti pak déva zbyvajici omezeni. Vice
viz [Hladik [2018].

Odhady

Soustava (6] je jednoduse fesitelna pokud zname znaménko feSeni s = sgn(z). Pak |z| = diag(s)z a
problém se redukuje na oby¢ejnou soustavu linearnich rovnic (A — Bdiag(s))z = b. Pokud znaménko
nezndme, mizeme enumerovat vSech 2™ moznosti, coz je ale vypocetné narocné. Existuje celd fada metod,
které funguji sofistikovanéji a nejsou apriori exponenciilni. My se zde spi§ zaméfime na aproximaci a
ukézeme nékolik odhadi z [Hladik, 2018]. Ty mohou byt z praktického hlediska velmi uZite¢né. Pokud je
odhad tak tésny, Ze urCuje znaménka (vSech nebo aspon velké ¢asti) slozek FeSeni, pak se problém opét
redukuje na to vyfesit (jednu ¢ nékolik) soustav linedrnich rovnic. Ve findle lze tedy odhady pouzit i
jako postacujici podminku na jednozna¢nost ¢ neexistenci feseni. Odhad navic mize slouzit dobfe i pro
relativné velké n, podstatné je pouze, aby hodnota p(|B|) byla mala.
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Tvrzeni 7.16. Je-li p(|B|) < 1, pak FeSeni soustavy x — Blx| = b splriuje
| = b < (1 = |B])~"|Bl[bl. (7.9)
Diikaz. Odhadneme
|z = 0] <[Blz] < [Bllx — b+ [B][b],
z Cehoz
(I = |B])|z — b < |BIb].

Protoze p(|B|) < 1, matice (I — |B]) je regularni a ma nezépornou inverzi diky vété o Neumannovych
fadach: (I — |B|)™! = >3, |B|* > 0. Tudiz pienasobeni nerovnosti matici (I —|B|)~! > 0 je opravnéné

a dava ([7.9). O

Polyedralni odhad. Té&snéjsi, ale trochu vypocetné niro¢néjsi odhad, aproximaci muzeme ziskat po-
moci polyedrické obalky. Uvazujme obecnou soustavu Az — Bl|z| = b a necht zname (napf¥. z jinych
odhadii) mez u takovou, Ze || < u pro vSechna feSeni x. Rozdélime matici B na kladnou a zapornou ¢ast
B = BT + B~. Soustava m4 nyni tvar

Az —b+ B |z| = BTz
PrepiSeme rovnost na dvé obracené nerovnosti. Nerovnici Az — b+ B~ |z| < BT |z| relaxujeme na
Ar —b+ By < Btu, 4z <y,
a opacnou nerovnici Ar — b+ B~ |z| > BY|z| relaxujeme na
Ax —b+ B u> B'ty, +x<u.
Celkovy polyedréalni odhad pak mé popis
Az +B y<b+Btu, —Az+Bty<—-b+B u, +z—y<O0.

Podle numerickych vypoé¢tu |[Hladik, 2018] je odhad v nékterych pripadech vyrazné lepsi nez (7.9)).
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Znaceni

Mnoziny a éisla

N, Z,Q, R
Rmxn

Rn

R

conv (M)
int (M)
ri(M)

Matice a vektory

mnozina pfirozenych, celych, racionalnich a realnych ¢&isel

prostor realnych matic radu m x n

prostor realnych vektord rozméru n

nezaporny ortant, R} = {z € R"; 2 > 0}

konvexni obal mnoziny M

topologicky vnitfek mnoziny M

relativni vnitfek mnoziny M, tj. vnitfek po restrikci na nejmensi afinni podpro-
stor obsahujici M

uzavér mnoziny M

g-okoli bodu z*, tj. Og(z*) = {y; [|[z* —y|| < &}

kladn4 ¢ast realného &isla, r™ = max(r, 0)

zdpornd Cast realného &isla, r~ = max(—r,0)

horni celd ¢ast realného ¢isla x

znaménko realného ¢isla z,

(sgn(x) =1 pro z > 0, sgn(z) = —1 pro x < 0 a sgn(z) = 0 pro x = 0)

rank(A) hodnost matice A

tr(A) stopa matice A, (A) =), a;

AT transpozice matice A

A>B  nezapornost matice A — B, tj. a;; > b;j
A>B kladnost matice A — B, tj. a;; > b;;

A*x0 matice A je positivné semidefinitni

A > B  matice A — B je positivné semidefinitni

A > B  matice A — B je positivné definitni
Amin(4) nejmensi vlastni ¢islo symetrické matice A

0p, 0 nulova matice (v8echny slozky jsou rovny 0)
I,, I jednotkova matice (diagonalni s jednickami na diagonale)
e; jednotkovy vektor, e; = (0,...,0,1,...,0)T
e vektor ze samych jednicek, e = (1,...,1)T
| Al norma matice A
1
|z, {y-norma vektoru x € R™, [z, = (Y0, |=[f)?
l|lz||2 eukleidovskd norma vektoru x € R”, ||z = /> i, @7

61



62 Znacent

Dalsi
Vf(x) gradient funkce f: R” — R, tj. Vf(z) = (aaf—g), e, aafT(:))T
Vg(z)  Jakobian funkce g: R™ — R™ tj. matice fadu n x m, jejiz sloupce jsou tvo-
feny postupné gradienty Vg (x),..., Vgn(x); Jakobian ma tedy na pozici (4, j)

hodnotu a%#w(im)
V2f(x) Hessian funkce f: R® — R, coZ je vlastné Jakobian gradientu funkce g(x);

2
Hessian ma tedy na pozici (4, 7) hodnotu gﬂﬁféi)
2 J
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