Priklady z Linearni algebry III.
(Milan Hladik, 12. ledna 2018)

1 SVD rozklad

1.1 Urcete singularni ¢isla matic:
(&) (§0);
(b) a = (ah s 7a'n)T7
(c) positivné definitni matice s vlastnimi ¢isly Ay, ..., A,.

1.2 Urcete SVD rozklad matice A = diag (ay, ..., a,).

1.3 Ukazte, Ze matice A € R™ "™ ma nulové singularni ¢islo pravé tehdy, kdyz mé
nulové vlastni ¢islo.

1.4 Necht vSechna singularni ¢isla matice A € R™ " jsou stejna. Ukazte, ze A je
nésobek ortogonélni matice.

1.5 Necht regularni matice A € R™"™ ma4 singularni ¢isla o7 > ... > o,. Najdéte
singularni ¢isla matic A7, A1 a adj(A).

1.6 Polarni rozklad matice A € R™*" jerozklad A = PQ), kde P je positivné semidefinitni
a () ortogonalni.

(a) Ukazte, ze kazda matice A € R™*" ma polarni rozklad.
(b) UkaZzte, Ze matice P je jednoznané urcena tak, ze vyjadiite P = v AAT.
(c¢) Najdéte polarni rozklad matice a € R™.

2 Pseudoinverze

2.1 Urcete psudoinverzi matice
(a) A =diag(a,...,an).

2.2 Dokazte:
(a) AAT je symetricka,
(b) A= (ANTATA,

2.3 Bud A € R™*" b e R™ a pro soustavu Az = b ukazte, Ze
(a) ma aspoii jedno Fegeni pravé tehdy, kdyz AATH = b,
(b) m4 nanejvys jedno Feseni pravé tehdy, kdyz AAT = I,,,

(c) ma-li aspot jedno feseni, pak vSechna fegeni jsou vyjadrit jako ATh+y— AT Ay,
kde y € R"™ je libovolné.

2.4 Dokazte zbylé vlastnosti véty o Drazinové pseudoinverzi.



3 Maticova norma

3.1 Dokazte, ze pro P matici projekce do netrividlniho vlastnitho podprostoru plati
[1Pll2 = |1 = Pll2.

3.2 Bud A € R™*". Dokazte ||A]l2 < ||A|lr < v/n||All2 a ukaZte, Ze meze nelze zlepsit
(tj., jsou t&sné pro urcité matice).

3.3 Bud A € R™" regularni a A jeji vlastni &islo. Dokazte ||A7Y[51 < |A| < ||A]..

3.4 Rozhodnéte, pro které ze zminovanych norem plati ||(4 )| = max{|| A, || B||}.
3.5 Ukazte, Ze ||AT Al|y = || A|3, ale obecné || 425 # || A3
3.6 Dokazte, ze ||1,,|| = 1 pro kazdou indukovanou maticovou normu. Déle spocitejte

| Inll7y [ Inlle, @ [[1nlle,, coz prokaze, ze tyto normy nejsou indukované zadnou
vektorovou normou.

3.7 Bud A € R"*™. Dokazte, Ze ze v8ech symetrickych matic je matice %(A + AT)
nejblize k matici A ve Frobeniové a maticové 2-normé.

3.8 Bud matice A tvaru A =1, — N, kde N >0 a p(N) < 1.

(a) Dokazte A~! > 0.

(b) Dokazte, ze existuje > 0 takové, ze Az > 0.

c) Dokazte, zZe realné ¢asti vlastnich ¢isel matice A jsou kladné.
(d)

d) Dokazte det(A) > 0.

4 Cislo podminénosti

4.1 Spocitejte ¢islo podminénosti ortogonalni matice ve Frobeniové normeé.
4.2 Urcete, jaky je vztah mezi k1(A) a ka2(A). Pro které matice nastava rovnost?

4.3 Odhadnéte chybu pii vypoctu A~1 analogicky jako jsme to délali pro FeSeni sous-
tavy linearnich rovnic.

5 Perturbace

5.1 Bud A € R™" symetrickd a takova, ze A¥ —,_o 0. Uréete co nejvétsi § > 0
takové, Ze matice bude splitovat podminku A¥ —,_,. 0 i kdyZ libovolné prvky
matice nezavisle zperturbujeme az o hodnotu ¢ (se zachovanim symetrie matice).

5.2 Bud A € R™™" regularni. Je zobrazeni A — A~! spojité na n&jakém okoli mat-
ice A?

o nxn o . . A .. . Odet(A

5.3 Bud A € R™*". Uréete matici det(A)’, jejiz (i, j)-prvek je #(J)
(Hint: Laplacetv rozvoj determinantu.)

5.4 Spocitejte:

(a) Otrace(A)

0A )
(b) 835;:;43[:’
(c) %,
(d) 2.



6 Nezaporné matice
6.1 Urcete spektralni polomér latinského ¢tverce velikosti n x n.
6.2 Bud A > 0. Ukazte, ze p(A) > min;{a;}.
6.3 Bud 0 < A < B. Ukazte, ze p(A) < p(B).
6.4 Bud A < 0. Rozhodnéte zda plati:
(a) p(A) se nabyde jako vlastni ¢islo,
(b) vlastni vektor, odpovidajici dominantnimu vlastnimu ¢islu, je kladny,
6.5 Ukazte, ze pokud 0 < A < B, pak pro spektralni normu plati || Alls < || B]|2.

6.6 Bud A < 0 a ozna¢me « := p(A). UkaZte, Ze limitni matice limk%w(éfl)k existuje
a ma hodnost 1.

7 Maticové funkce
7.1 Pro matici A € R™" a analytickou funkci f: R — R ukazte
(a) f(AT) = f(A)T,
(b) f(A) komutuje s A,

7.2 Uréete e pro matici A € R™*" pokud:

(a) A=0,
(b) A2 =0,
(c) A% = A.

7.3 Pro matici A € R™*"™ dokaZte:

(a) e? je regularni,
(b) je-li A symetricka, pak e je positivné definitni,
(c) je-li A= —AT, pak e je ortogonalni.

7.4 Najdéte explicitni vyjadreni pro e, kde A = (¢ ).

8 Kroneckeriv soucin
8.1 Pro vektory z,y € R" vyjadiete z @ y’.
8.2 Ukazte pro matici A € R"*"™:
(a) (A® )= A"® I,
(b) eA®Im = ¢A g elm,
8.3 Kdy vsude plati A® B = 1,7
8.4 Ukazte:



(a) [[A®B| = ||All-||B|| pro maticové £, normy ||-|¢, a indukované 1- a co-normy
-l f - floe,

(b) |[A® I, + I, ® B|| < ||A|| + || B|| pro maticové ¢; a l normy a indukované
1- a co-normy.

9 Hadamardiv soudin. Positivni semidefinitnost
9.1 Pro A € R™" regularni dokazte (A=7 o A)e = e.
9.2 Pro matice A, B € R™"™ ukazte ||Ao B||r < ||A||r - || Bl r-

9.3 Dokazte pro relaci >~ a Hadamardiv souéin:

(a) A= B, C>=0 = AoC = BoC(,
(b) A=B=0,C=D>=0 = AoC > BoD >0,

9.4 Pripomenme, 7ze pro kazdy vektor z € R” je |||l < [|z]l2 < ||z|l1. Odvodte
odhad pro determinant det(B) < []7_, || B.|l1 na zakladé Gerschgorinovych disku

a ukazte, ze je méné tésny, nez ten z Hadamardovy nerovnosti. Ukazte dale, ze
jeste tesnéjsi odhad det(B) < []i_; || Builloo jiz obecné neplati.

10 M-matice

10.1 Ukazte, ze hlavni podmatice M-matice jsou M-matice.

10.2 Rozhodnéte, zda jsou (a pripadné za jakych podminek jsou) M-matice uzaviené
na:
(a) soucet,
(b) soudin.

10.3 Necht A je M-matici, B > A, b;; <0 pro ¢ # j. Dokazte:
(a) B je M-matici,
(b) A~ > B~

10.4 Ukazte, ze Jacobiho metoda konverguje pokud je A diagonalné dominantni, tj.
|aii| > >, lai;| pro vechna i =1,... n.

10.5 Ukazte pfimo, ze problém linearni komplementarity ma jednozna¢né feSeni a na-
jdéte jeho vyjadreni pro piipad, kdyz A je M-matice a b < 0.



