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Vzdalenost a klasifikace ¢islic
. - .
Chceme klasifikovat:

Jednotlivé vzdalenosti:

<)

0: 1957.44 1:2237.30 2: 2015.79 3: 1816.23 4: 1868.78
5:1771.64 6: 2038.57 7:2090.51 8: 1843.22 9: 1900.81

Klasifikujeme jako 5 (ale je blizko také &islu 3).



Fourierv rozvoj funkce f(x) = x na (—m,m)
Fourieriiv rozvoj x = ag + Yo ;(ak sin(kx) + by cos(kx)), kde:

1 ‘"' 1 7r
a = — f(x)-ldx:—/ xdx =0
2n J_ . 2m J_ .
2

1 /7 1 (/7
ax = 7/ f(x)sin(kx) dx = 7/ xsin(kx) dx = (—1)k1=
T™J_r 7T s k

by = %/:r f(x) cos(kx) dx = %/:rxcos(kx) dx =0.
Tedy x = Y37 (—1)k 2 sin(kx).

Y f(x) = x

aproximace Zi:l(*l)kﬂ% sin(kx)




Linedrni regrese: vyvoj svétové populace

rok | 1950 1960 1970 1980 1990 2000
populace (mld.)|2,519 2,982 3,692 4,435 5,263 6,070

Prolozeni pfimkou y = px 4+ q: 2,519 = p- 1950 + g

6,070 = p- 2000 + g

YA (
6+ A=[1950 1960 1970
1980 1990 2000;
51 1111117°;
b=[2.519 2.982
4T ¢ 3.692 4.435
B 5.263 6.070]°;
34 y =0,0724x — 138,84 ity
x?%[2009; 1]
1950 1960 1970 1980 1990 2000 X \

Odhad pro rok 2009: 6,622 mld., skutecnost : 6,793 mld.



Ortogonalni matice: otoceni dle osy o 180°

X2

X
® X
X1
Otoceni bodu x kolem osy o 180° ve sméru a:
x+2(x' =x)=2x' —x=2a(a’a) ta'x —x = <2i - I) x
ala
Tedy matice otoceni:
22



Ortogonalni matice: Householderova transformace

Householderovo zrcadleni dle nadroviny s normalou a:
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Nejprve otocime o 180° dle a, a pak preklopime dle podatku:
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Vypocet deteminantu z definice
1. Matice fadu 2:

dil  d12

= d114a22 — a214d12.
az1 a2

2. Matice fadu 3:

d11 412 413
ar1 axp az3| = a11822a833 + a21a324a13 + 331312323
as1 a3 ass —a31a22813 — 311332823 — 421312333

Mnemotechnicky (Sarrusovo pravidlo, pouze pro matice fadu 3):
a11 di12 913

dp1 a2 a3
a31 4ds32 ass

\311 a12 313)
az1 ax ag




Vypocet deteminantu pomoci elementarnich Gprav

Pr.:
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Laplaceliv rozvoj determinantu
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.. Laplacellv rozvoj determinantu dle 4. radku
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Cramerovo pravidlo

Reste soustavu rovnic

Pr.:
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Adjungovana matice

P¥.: Bud
1 2 3
A=11 2 1
2 5 5
Pak:
) 2 3
adi(A)sz = (~1)**2 [2 51 s
Celkem:
5 5 —4
adj(A)=(-3 -1 2 |.
1 -1 0
Poznamka:

A7t L adj(A) L 53 51 _24



Geometricka interpretace determinantu

1T A
(0,0,1) £+~

(1,0,0)

objem =1

objem = | det(A)]



Geometricka interpretace determinantu (pokr.)

objem = V objem = | det(A)| - V



Vlastni cisla linearnich zobrazeni v roviné

* Y Peklopeni dle pfimky y = —x,
¢ 0 -1
matice zobrazeni A = <_1 0 >
p_.' x vlastni ¢isla:
» 1, vlastni vektor (—1,1)7
» —1, vlastni vektor (1,1)7
YA
T
o Rotace o tihel 90°,
matice zobrazeni A = 0 -1 ,
X 1 0
zadna realna vlastni disla.




Vypocet vlastnich cisel pomoci charakteristického polynomu

Nyni:

pa(A) = det(A — \l,) = det <_1A :i) =M+ 1

Koreny polynomu, a tedy vlastnimi Cisly matice A, jsou =i.



Linearni deformace obrazku

1.5 0.75

Me&jme matici A = ( 0 1

). Vlastni Cisla a vlastni vektory:

M =15 x= (10", =1, x=(01)"

Zobrazeni x — Ax predstavuje skoseni a protdhnuti v ose x; 0 50%.

obrazek po transformaci



Geometricka interpretace diagonalizace

transformace do jiného soufadného systému

Pr.:
31
2~ (1 3)

Vlastni ¢isla a vlastni vektory:
M=4 x=0,1", =2 x=(-1,1)"

Diagonalizace:
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Jordanova normalni forma

Pr.:
5 -2 2
0 6 -1
A=12 2 7
2 3 1
-2 -2 =2

Jordanova normdlni forma matice A:
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Soustava linedrnich diferencidlnich rovnic

Homogenni soustava linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu
s konstantnimi keoficienty:

u(t) = Au(t),
kde u: R — R”" je nezndma funkce a u(ty) = ug poéateéni podminka.
Hleddme Fedeni ve tvaru u(t); = v;e™, kde v;, A jsou neznamé.

Dosazenim:
AeMv = eMAv, neboli v = Av.

Vede na vypocet vlastnich Cisel A1,..., A\, a vektorl xq, ..., x,.

Reeni je u(t) = Y.1_; a;eMix;, kde a; € R (ziskd se z po¢. podm.).



Soustava linearnich diferencialnich rovnic, priklad
Pr.:
ui =7 — 4w
ué =5bu; — 2w
. 7 —4 , o
Matice <5 _2> ma vlastni disla:

> 2, vlastni vektor (4,5)7
» 3, vlastni vektor (1,1)7.

Reseni Glohy jsou tvaru



Markovovy retézce

P¥.: Migrace obyvatel USA mésto—predmésti—venkov:

z mésta:  96% zlstane, 3% do pfedmeésti, 1% na venkov
z predmésti: 1% do mésta, 98% zlistane, 1% na venkov
z venkova: 1.5% do mésta, 0.5% do predmésti, 98% zlistane

Pocatecni stav: 58 mil. ve mésté, 142 mil. predmésti, 60 mil. venkov.
Jak se bude vyvijet v Case?

0.96 0.01 0.015
A:=(0.03 0.98 0.005
0.01 0.01 0.98

. xo = (58,142,60)".

Vyvoj v Case: Axp, A2xg, Axg, ... A% Xo.
1 0 0 0.23 0.23 0.23
A=Q|0 095 0 |Q ' = A*=043 043 043
0 0 097 0.33 0.33 0.33

Tedy 23% ve mésté, 43% predmésti, 33% venkov.



Vlastni cisla:

Pr.:

>
Il
N BN

Vypocet:

-.

Xi

NN
| NN
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Xi_1Yi

A WO NN o

(1.00,0.00,1.00)"
(0.67,1.00,0.17)"
(1.00,0.88,0.56) "
(0.97,1.00,0.47) "
(1.00,1.00,0.50) "

6.32
6.94

mocninna metoda

)

xo = (1,0,1)7.

A=[2 4 2; 4 2 2;
2 2 -1];
x=[1;0;1];
for i=1:4
y=A*x;
(y>*x),
x=y/norm(y) ;
x/max (abs(x)),
end




Vyhledava¢ Google” a PageRank

N webovych stranek

1 j-ta stranka odkazuje na j-tou
e HE—
Y 0 jinak
b; = pocet odkazil z j-té stranky
x; = dalezitost i-té stranky
Resime x;

aji .
—ZJ'-’Zlb—J{xj, i=1,...,N.
Maticové A'x = x, kde aj; := % Tedy x je vlastni vektor k 1.
J
Priklady Page ranku:

wWw.google.com 10
WWW.cuni.cz
www.mff.cuni.cz
kam.mff.cuni.cz

8
7
6
kam.mff.cuni.cz/"hladik 4



Gerschgorinovy disky

2 1 0
A=[-2 5 1
-1 -2 -3

)

vlastni Cisla: —2.78, 3.39 4+ 0.6/




Choleského rozklad A = LLT

Pr.. Pocitame prvky L od prvniho sloupce shora

2 -1

0 3

0 0

2 0 0 4 -2
-1 3 0 -2 10
2 1 1 4 1



Bilinedrni a kvadratické formy
P¥.: nesymetricka bilinedrni forma na R?

b(x,y) = x1y1 + 2x1y2 + 4xoy1 + 10x05.

Maticové vyjadreni formy:

b(x,y) =xTAy = (i x) (; 1‘;) <£> .

PY.: symetricka bilinedrni forma na R?

b'(x,y) = x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 10x25.

Maticové vyjadreni formy:

Bix,y)=xTAy=(xa x) (; 130> (Q) .

Odpovidajici kvadraticka forma:

Fi(x) = b (x,x) =xTAx = (1 x) <~}" 130> <2> ‘
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Diagonalizace kvadratické formy

OO+, OO+

Zavér: matice je positivné semidefinitni.



Kvadriky v R3

2 2 2 2 2 2 2 2
a_% _ s W T R A, %8 _
2 B 2 2 2 2 2



Top 10 algoritmy 20. stoleti

[J. Dongarra a F. Sullivan, “The Top Ten Algorithms of the Century”, Computing in
Science and Engineering, 2000.]

1.

w

© ©® N o g &

10.

Metoda Monte Carlo (1946, J. von Neumann, S. Ulam, and N.
Metropolis)

Simplexovd metoda pro linedrni programovani (1946, G. Dantzig)

Iteraéni metody Krylovovych podprostorti (1950, M. Hestenes,
E. Stiefel, C. Lanczos)

Dekompozice matic (1951, A. Householder)

Preklada¢ Fortranu (1957, J. Backus)

QR algoritmus pro vypocet vlastnich &isel, (1961, J. Francis)
Quicksort (1962, A. Hoare)

Rychld Fourierova transformace (1965, J. Cooley, J. Tukey)

Integer relation detection algorithm (1977, H. Ferguson, R. Forcade)
Fast multipole algorithm (1987, L. Greengard, V. Rokhlin)



QR rozklad

Vstup: A € R™*"
Algoritmus:
Q=1 R=A
for j :=1: min(m,n) do
x=R(j: m,j)
if x # [|x||2e1
x 1= x — |Ix|l2ex

H(x) == Im—jt1 — %XXT

(4 0
Hi= (" o)
R:= HR; Q := QH

end
end

Vystup: A= QR



QR rozklad — prikl
Pr.:

0 —-20 -14
A= 13 27 —4
4 11 -2
Prvni iterace:
uy = A*,l - ”A*,lHel = (_5737 4)T7
. 0 15 20
Q=h-24 — 15 16 -12),
uf uy 20 —12 9
Druh3 iterace:
up = (0,-25)" — 25 = (25, -25)",
U2U2 0 -1
=h -2 =
QZ 2 U2 U, (_1 0> ) Ql <_
Vysledek:
0 -20
Q= ((1) (g ) 2i 15 12
2 20 -9

ad

5 25
QA= |0 0
0 -—-25

—10
—10

25
0
25

5
R=10 25
0 o0

—4
~10
-10

10
10/
—4

10 | .
10



QR algoritmus — priklad

2 4 2 6.1667 —2.4623 0.8616
A=14 2 2 | = |—-24623 —-1.2576 —0.2598
2 2 -1 0.8616  —0.2598 —1.9091
6.9257 0.7725 0.2586 6.9939 —0.2225 0.0742
— | 0.7725 —1.9331 0.0224 | — [ —0.2225 —1.9945 —0.0018
0.2586 0.0224  —1.9925 0.0742 —0.0018 —1.9994
6.9995 0.0636 0.0212 7 —0.0182 0.0061
— 1 0.0636 —1.9996 0.0001 | — [ —0.0182 -2 —107°

0.0212 0.0001  —1.9999 0.0061 -107° -2

A=[2 4 2; 4 2 2; 2 2 -1];
for i=1:5

[Q,R]I=qr(4);

A=Rx*Q,
end




Resent:

SVD rozklad — priklad
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SVD - komprese obrazu (1)




SVD - komprese obrazu (2)

» Foto z konference o numerické algebre v Gatlinburgu, 1964.
> 480 x 640 pixell.
» SVD rozklad za cca 5 sec (11.5.2010).

» Zleva: James H. Wilkinson, Wallace Givens, George Forsythe,
Alston Householder, Peter Henrici, and Fritz Bauer.

s A
load gatlin,

[X,S,Y] = svd(X);

figure(2), clf,

k = 150;
Xk = X(:,1:k)*S(1:k,1:k)*Y(:,1:k)’;
image (Xk) ,

colormap (map) ,
axis equal, axis off,




