Priklady z Intervalovych metod
(Milan Hladik, 4. ledna 2018)

Na zépocet potreba aspon % bodu z kazdé série, na zkousku aspon % Po terminu
odevzdani se bodové ohodnoceni krati o ¢tvrtinu.

A Intervalova aritmetika a obraz funkce
[termin odevzdani: 16.11.2017]

1. Uvazujme rekurzivni rovnici z, = 22_;,n =1,2,..., kde zp = 1 — 107>}, Hledéme
hodnotu x75. Pouzitim 10 mistné aritmetiky dosdhneme vysledku zg = 21 = ... = 1.
Nicméné piesna hodnota splituje z75 < 10719, Dokaite. 10

2. Dokazte nasledujici vlastnosti intervalové aritmetiky pro x,y, z € IR

e z(yz) = (wy)z, 4

e x =x.+xa[—1,1]. 4
3. Pro matice A € IR"*" a B,C € R™*":

e ukazte, ze B(AC) = (BA)C, 4

e najdéte vztah mezi intervalovymi maticemi A(BC) a (AB)C. 4
4. Pro A, B € TR™" a jejich sou¢in C := AB dokazte

C=0{AB; Ac A,Be B}
a dale ukazte, ze tvrzeni

C={AB; Ac A Be€ B}

obecné neplati. 6
5. Definujte vzdalenost intervalii jako g(a,b) := max(|a — b|,|a — b|). Pro vektory
X,Y < IR" dale vzdalenost jako Q(x,y) = max;—1__, q(x;,y,). Ukazte, Ze vzdalenos-
tni funkce @ : IR"™ x IR™ — R je metrika. 6
6. Urcete, jaké vlastnosti maji néasledujici algebraické struktury: (IR,+), (IR,-) a
(IR, +,-). 6
7. Pro redlnou funkci f : R — R a intervaly xq,...,x, € IR dokaZte ¢ vyvratte
fULixi) = UL, f (=), 4
F(Niy@) = My f (2s).- 4

8. Rozhodnéte, zda intervalova funkce f : IR — IR definovanéa

c A ¢ A c 1 A ¢ 1 A
f([a® = a™, a4 a%]) = [a° — 507, a" + a7

je isotonni v inkluzi. 4



B Intervalové linearni soustavy
[termin odevzdani: 7.12.2017]

1. Dokazte, Ze x* je feSenim soustavy Az =b <= Axz*Nb # (). 4

2. Ukazte, ze intervalova Gaussova eliminace neselze a dokonce nemusi délat pivotizaci
(=prohazovat fadky) pokud A je H-matice.

Poznamka: Redlna matice A € R™™ je H-matici, pokud tzv. comparison matrix

(A) je M-matici, kde (A);; = |ai| a (A);; = —|a;j| pro i # j. Intervalova matice
A € TR™" je H-matici, pokud obsahuje pouze H-matice, neboli pokud realna matice
(A) je M-matici, kde (A);; = mig(a); a (A);; = —mag(a);; pro i # j. 8

3. Pokud p(A42) < 1, tak Krawczykovy iterace  — K(x) = b+ (I, — A)x konverguji
k pevnému bodu * = K(x). Najdéte explicitni vyjadieni tohoto pevného bodu,
staci pro pripad A° = 1I,. 8

4. Bud A nezaporné invertibilni a bud zflb > 0. Ukazte, ze pak pro mnozinu feSeni

Y soustavy Az = b plati O = [A b, A7) 8
5. Nasledujici vlastnosti jsou nutné pro regularitu A € TR™™". Rozhodnéte, které jsou
také postacujici:
(a) A,, = A° + diag(y)A® diag(2) je regularni pro kazdé y, z € {+1}". 4

(b) Vsechny matice A tvaru a;; € {q;;,@;;} jsou regularni. 4

R

Nésledujici ptiklady jsou praktické pro vyzkouseni na pocitaci. Doporucuje se pouzit
INTLAB (kdo nemé, mohu poskytnout), coz je knihovna se zakladnimi intervalovymi
funkcemi pro Matlab.

6. Uvazujte funkci majici nasledujici ekvivalentni formy:

f(z) = 2% — 62° 4 152* — 202° + 152% — 62 + 1
g(x) =1+ 2(—6+ (15 + 2(—20+ z(15+ 2(—6 + x)))))
h(z) = (z —1)°
Vypoététe obéalky f(x), g(x) a h(x) pro dané x :=[0.999, 1.001]. 4

7. Rovnice zapojeni elektrického obvodu je vyjadirena jako:

Ri+Ry —Ry Ly (W
—RQ R2+R3 ]2 N ‘/2 )

Pro Vi =10, V5, =5, Ry = Ry = R3 = 1000 & 10% naleznéte obalku pro I; a Is.
Zkuste vyuzit a parovnat rizné metody, které nabizi INTLAB, VERSOFT, internet
nebo co si sami naprogramujete. 10

Dokézete vyuzit zavislosti parametri k poupraveni soustavy a nalezeni tésnéjsi
obalky?



C Intervalova linearni algebra
[termin odevzdani: 12.1.2018]

Intervalové rovnice a nerovnice:

1. Charakterizujte, kdy = € R"™ je tzv. silnym feSenim intervalové soustavy rovnic
Az = b, tj. kdy x spliuje nardz vSechny rovnice Ax =bpro A€ Aabeb. 4

2. Zobecnéme pojem parametrické feSeni pro soustavy intervalovych nerovnic:
Y, = {z € R"; A(p)z < b(p) pro n&jaké p € p},

kde uvazujeme linearni zavislosti

K K
Alp) = ZAkPk, b(p) = Zbkpk, p € p e IRE,
k=1 k=1
Podobné jako na piednasce charakterizujte z € 2, pomoci nutné podminky. 6

3. Zobecnéme pojem AE feSeni pro soustavy intervalovych nerovnic Ax < b:
Yap = {z eR; VA" € AW €b"3A7 € A7 € b7 (AY + A <07+ b7}

Charakterizujete mnozinu AE feSeni 2 45. Aplikujete popis specialné na tolerancni 6
feSeni

Y= {reR YA A3beb: Ax <b}

a najdéte jeho co nejjednodussi popis.

Vlastni cisla intervalovych matic:

4. Bud A® diagonalni. Dokazte \;(A®) = A\;(A). 4
5. Bud A¢ > 0. Dokazte \;(A®) = A\;(A). 4

6. Bud v € IR". Najdéte intervaly vlastnich ¢isel \;(A®), i € {1,...,n}, pro matici
Af = diag(v), tedy diagonalni matici s intervaly vy, ..., v, na diagonale. 4

7. Navrhnéte zpusob jak efektivné zjistit zda dany vektor x € R™ je vlastnim vektorem
néjaké (aspon jedné) matice A € A®. 4

8. Rozhodnéte, zda matice A® je slabé positivné definitni (tj. obsahuje aspon jednu
positivné definitni matici) pravé tehdy, kdyz matice A_, , = A°+diag(z)A® diag(z)
je positivné definitni asponi pro jedno z € {£1}". 4



D Obraz funkce, Intervalova Newtonova metoda
[termin odevzdani: 28.1.2018]

Obraz funkce:

1. Odvodte vzorce pro sklony danych funkei nad « € IR vzhledem k S¢(x, a)

(a) f(z)",
(b) [f(2)l.
2. Pripomenme, ze mean value form pouziva obalku typu f(x) C f(a) + d(x — a),

kde d := f'(x). Charakterizujte situace, kdy existuje a € x takové, Ze d(x — a) méa
maximalni levy kraj a zaroven minimalni pravy kraj.

3. S pouzitim MATLABu ¢ jiného programu vypoctéte obalku funkce

l‘zl)) — T1T9
2 2
r] + x5

fx) =

nad x = ([2 — 0,2+ 4], [2 — 9,2 + I]) postupné pro 6 € {0.01,0.1,1} a za pouziti:

(a) pfirozeného intervalového rozsifent
(b) mean value form

(c) slope form

Intervalovid Newtonova metoda:

4. Prizpisobte intervalovou Newtonovu metodu k nalezeni obalky pii vicendsobnych
(sta¢i dvojnasobnych) kofenech funkce f: R — R.

5. Bud f(z,¢) : R* x R — R" funkce s parametrem c¢. Bud ¢ € IR a « € IR".
Naleznéte podminku, pii které bude existovat jednoduchy kofen rovnice f(x,c) =0
v intervalu « pro kazdé ¢ € c.

6. Drevéné koule ma polomér 1m a specifickou tihu gsp = % Hloubka ponofeni koule
h je pak dana rovnici h® — 3h% + g = 0. S pouzitim MATLABu ¢i jiného programu
naleznéte rigor6zni odhad hodnoty h.

Poznamka: Specifické tiha je dana pomérem hustoty daného objektu a hustoty vody
0 Stejném Objemu gsp = pkoule/pvoda-



