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V¥ta 1 (Podmínky komplementarity).

(P̄ )maximalizuj cTx (D̄)minimalizuj bT y

pro x ≥ 0 pro y ≥ 0

za podmínek Ax ≤ b za podmínek AT y ≥ c

Nech´ x a y jsou p°ípustné °e²ení (P̄ ) a (D̄). Pak jsou ob¥ optimální práv¥ kdyº platí následující podmínky:

• (∀j ∈ {1, . . . ,m})(yj = 0 nebo a(j)x = bj)
• (∀i ∈ {1, . . . , n})(xi = 0 nebo

∑n
j=1 aijyj = cj)

De�nice 1 (Totální unimodularita). Matice je totáln¥ unimodulární, pokud determinant kaºdé její £tver-
cové podmatice je 0, +1 nebo −1.

P°íklad 1. Dualita nám umoº¬uje vy°e²it úlohu lineárního programování �haluzí� . Dokáºete uhodnout
optimální °e²ení primárního i duálního programu haluzí a dokázat, ºe ob¥ jsou optimální?

max 2x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 ≤ 5

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 3

x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 1

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

P°íklad 2. Nech´ P = x; Ax ≤ b je mnohost¥n a A′x ≤ b′ je podsystém Ax ≤ b, ozna£me S =
{x | Ax ≤ b, A′x = b′}. Jiº víme, ºe pro kaºdý takový vlastní podsystém existuje nadrovina H =
{x | wTx = t} taková, ºe P ⊆ H a S = P ∩ H 6= ∅. Ukaºte, ºe platí i opa£ná implikace. Tedy jestliºe
máme nadrovinu H = {x | wTx = t} takovou, ºe P ⊆ H a S = P ∩ H 6= ∅, pak existuje podsystém
A′x ≤ b′ takový, ºe S = {x | Ax ≤ b, A′x = b′}.

P°íklad 3. M¥jme následující celo£íselný program pro problém minimální kostry (MST). Dokaºte, ºe
i jeho LP relaxace dává p°esná °e²ení MST.

minimize
∑
e∈E

cexe∑
e∈A

xe ≤ n− κ(A), A ⊂ E∑
e∈E

xe = n− 1

xe ∈ {0, 1}

1. Najd¥te duální úlohu k relaxaci p°edchozího programu.
2. Uvaºte °e²ení, které nalezne Kruskal·v algoritmus: nech´ e1, . . . , em jsou hrany se°azeny vzestupn¥

podle ceny. Kruskal·v algoritmus z nich hladov¥ vybere minimální kostru. Najd¥te p°ípustné °e²ení
duální úlohy takové, aby s Kruskalovým °e²ením spl¬ovalo podmínky komplementarity.

P°íklad 4. Nalezn¥te celo£íselny mnohost¥n x; Ax ≤ b, x ≥ 0, kde A a b jsou celo£íselné, ale A není
totáln¥ unimodulární. M·ºe navíc A obsahovat pouze prvky −1, 0 a 1? A co kdyº zakáºeme i −1?
Pro Vámi nalezenou matici A najd¥te jiný vektor b takový, ºe mnohost¥n nebude celo£íselný.

P°íklad 5. Dokaºte, ºe matice incidence grafu je totáln¥ unimodulární práv¥ tehdy, kdyº graf je
bipartitní.
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