OPTIMALIZAéNi METODY (NOPTO48)
cvideni 29. 04. 2014

Véta 1 (Podminky komplementarity).

(P)mazimalizuj c* (D)minimalizuj by
prox >0 proy >0
za podminek Ax <b za podminek ATy > ¢

Necht x ay jsou pfipustné feseni (P) a (D). Pak jsou obé optimdlni prdavé kdyz plati ndsledugici podminky:
e (Vje{l,...,m})(y; =0 nebo aWz = b;)
o (Vie{l,...,n})(x; =0 nebo >77_, ajjy; = c;)
Definice 1 (Totalni unimodularita). Matice je totalné unimodularni, pokud determinant kazdé jeji ¢tver-
cové podmatice je 0, +1 nebo —1.

Piiklad 1. Dualita nAm umoziiuje vyfesit tlohu linedrniho programovani ,haluzi“. Dokazete uhodnout
optimélni feSeni primérniho i dudlniho programu haluzi a dokazat, Ze obé jsou optimalni?

max 2x1 + 3To + dxs + 4dxy
T1+ 229 +3x3 + 24 <5
T, + To + 223 +3x4 = 3
T1+To+x3+ 7421

T1,T2,T3,T4 > 0

Priklad 2. Necht P = z; Az < b je mnohostén a A’z < b’ je podsystém Ax < b, ozna¢me S =
{z]| Az < b, A'x = b'}. Jiz vime, Ze pro kazdy takovy vlastni podsystém existuje nadrovina H =
{z| wTz =t} takova, ze P C H a S = PN H # (). Ukaite, Ze plati i opacna implikace. Tedy jestlize
mame nadrovinu H = {x| w’2 = t} takovou, ze P C H a S = PN H # (), pak existuje podsystém
Az <V takovy, ze S = {z| Az <b, Az =V'}.

Priklad 3.  Mgjme nasledujici celo¢iselny program pro problém minimalni kostry (MST). Dokazte, Ze
i jeho LP relaxace dava presna feSeni MST.

minimize E Cele

eclk
Za:e <n—-k(A), ACE
ecA
Zme =n-—1
ecE
z. € {0,1}

1. Najdéte dualni dlohu k relaxaci pfedchoziho programu.

2. Uvazte feSeni, které nalezne Kruskaluv algoritmus: necht eq, ..., e,, jsou hrany sefazeny vzestupné
podle ceny. Kruskaliv algoritmus z nich hladové vybere minimélni kostru. Najdéte piipustné feseni
duélni ulohy takové, aby s Kruskalovym feSenim spliiovalo podminky komplementarity.

Priiklad 4. Naleznéte celoCiselny mnohostén x; Ax < b,z > 0, kde A a b jsou celociselné, ale A neni
totalné unimodulérni. MuaZze navic A obsahovat pouze prvky —1, 0 a 17 A co kdyZ zakdZzeme i —17

Pro Vami nalezenou matici A najdéte jiny vektor b takovy, Ze mnohostén nebude celociselny.

Priklad 5. Dokazte, Ze matice incidence grafu je totalné unimoduldrni pravé tehdy, kdyz graf je
bipartitni.
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