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12. Positivné definitni matice — Choleského rozklad

Cv. 12.1 Otestujte positivni definitnost matice A pomoci Choleského rozkladu.

4 =2 4
A=1-2 10 1
4 1 6

Resent:

Pro kazdou positivné definitni matici existuje jediné dolni trojihelnikova matice
L € R™" s kladnou diagonalou takova, ze A = LLT (Choleského rozklad). K do-
kézani positivni definitnosti matice A nam tedy staci nalézt takovou matici L.

Protoze je L dolni trojuhelnikova matice, vime, ze ¢ast prvka tvori nuly.

4 -2 4 e 0 O o o o
A=1-2 10 1| =|e ¢ 0] |0 o o] =LL".
4 1 6 e o o 0 0 e

Urc¢ime nejprve prvek ¢1;. Protoze prvek a;; je dan maticovym nasobenim prv-
niho fadku matice L s prvnim sloupcem matice LT (ktery odpovida prvnimu
fadku), mizeme zapsat a;y = €3 + (35 + (3;. Prvky (12, {13 se nicméné rovnaji
nule, tedy plati 4 = a;; = (3, a proto £;; = 2 (fakticky mame dvé moznosti: 2 a
—2, ale hodnotu 2 volime proto, ze L musi mit kladnou diagonalu).

4 =2 4 2 00 2 e e
—2 10 1] =1e e 0 0 o e
4 1 6 e o o 0 0 e

Vsimnéme si, Zze kdyz budeme pokracovat v nasobeni prvniho fadku matice L
se zbylymi sloupci L7, kvili nulam v prvnim fadku dostavdme rovnici ay, =
(L)11 (L)1, = 20;;. Diky té snadno uréime prvky v prvnim sloupci matice L
. 1

jako l1 = 5aiy.

4 -2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1] =11-1 e O 0 e
4 1 6 2 e e 0 0

Pokracujeme vypoctem f55. Podobné jako pii uréovani predchoziho diagonalniho
prvku, dostavame vynésobenim druhého radku matice L a druhého sloupce ma-
tice LT rovnici 10 = agy = €3 + (3, + (3, = (—1)?+ (3, +02. Po tprave dostavame
12, =9 a tedy lys = 3 kvili positivité diagonaly.

4 =2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1) =|-1 3 0 0 3
4 1 6 2 e o 0 0

Diky tomu, ze druhy fadek matice L je kompletni, mizeme dopocitat podobné
jako predtim i druhy sloupec L, a to z rovnice as3 = (L)aw(LT),3.

4 =2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1] =(1-1 3 0 0 3 1
4 1 6 2 1 e 0 0 e
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12. Positivné definitni matice — Choleského rozklad

Cv. 12.2

Cv. 12.3

Cely postup opakujeme jesté jednou pro tieti sloupec matice L. Nejprve z rovnice
agz = (2, + (2, + (3, spocitame diagonalni prvek /33 = 1 a poté i ostatni prvky
v tfetim sloupci (zadné uz nejsou). Dostavame rozklad

4 -2 4 2 00
A=|-2 10 1] =1-1 3 0
4 1 6 2 11

-1

3 =LL".
0

O O N
— =N

Matice A je tudiz positivné definitni.

Uvédomme si dale, ze jsme v priubéhu konstrukce nikdy neméli na vybranou
z vice moznosti, jaky prvek pro libovolné ¢;; zvolit. Jedina situace byla, kdyz
jsme urcovali diagonélni prvky, ale protoze diagonala musi byt kladna, meéli jsme
stejné jen jedno feSeni. Tedy matice L je skuteéné dana jednoznacné.

Naleznéte Choleského rozklad nasledujicich matic, nebo zdtavodnéte, Ze nejsou
positivné definitni.

1 -3 2 o 1 2 -3
A=1|-3 13 2 ,B:(" "> c=[2 4 1
2 2 21 1

Resent:

Matice A a B jsou positivné definitni a jejich Choleského rozklad je
-3

1 2
0 2 4],
0 0 1

1, I, I
_ T __ n n n
s-tah= (7 50 ) (G a7)

Pro matici B jsme postupovali stejnym zptsobem, jenom misto s ¢isly jsme
pracovali s maticovymi bloky.

Matice C' naopak neni positivné definitni. Nahlédnout to muzeme z toho, ze
konstrukce Choleského rozkladu selze. Postupujeme az do okamziku, kdy méame

1 2 -3 1 00 1 2 -3
C=|2 4 1 ]=|2 0 0 o o
-3 1 2 -3 o e 00
Pro vypocet prvku (L¢)a totiz plati, ze 4 = 2-2+(L¢)3,, tedy (L¢ )22 by mél od-
povidat hodnoté 0, coz neni kladna hodnota, jak je pozadovano po diagonalnich
prvcich matice L¢.

Pomoci Choleského rozkladu invertujte matici

1 2 -1
A=[2 5 =2
-1 -2 2
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Cv. 124

ProtoZe matice A je positivné definitni, 1ze rozlozit do tvaru A = LL”. Pro jeji
inverzi tedy plati A= = (LLT)~t = L-TL~!. Misto po&itani inverze p¥imo tedy
muzeme spocCitat nejprve Choleského rozklad, néasledné inverzi dolni trojihelni-
kové matice L a na zavér vzniklou inverzi L~! vynasobime s jeji transpozici.

Choleského rozkladem spocitdme

1 00
L=12 10
-1 0 1

Potom invertujeme matici L klasickym zptisobem:

1 00
L'=1-210
1 01
Nakonec vyjadiime hledanou inverzi
6 -2 1
At=@H'rLr=1-2 1 0
1 0 1
Pomoci Choleského rozkladu vyteste soustavu Az = b, kde
4 -2 2 2
A=[-2 2 =3, b=|-2
2 -3 6 5

Reseni:

Pokud vyjadifme matici A = LL" pomoci Choleského rozkladu, miizeme vyiesit
soustavu Ax = b ve dvou krocich. Nejprve vyfesime soustavu Ly = b, a nésledné
soustavu LTz = y. Vyhodou tohoto postupu je, Ze matice L a LT jsou trojihel-
nikové, takze pro vyreSeni soustav nemusime provadét Gaussovu eliminaci, ale
rovnou provedeme zpétnou resp. dopfednou substituci (u doptfedné substituce,
tj. v pripadé matice L, postupujeme od prvni proménné po posledni). Dostavame

4 -2 2 2 0 0 2 -1 1
A=|-2 2 =3|=(-1 1 off0o 1 -2|=LL"
2 -3 6 1 =21 0 0 1
Soustava Ly = b je tvaru
2 0 0] 2
-1 1 0]-2
1 =2 1|5

a ma fefeni y = (1, —1,2)T. Po dosazeni do LTx = y dostavame soustavu

2 -1 1|1
0 1
0 0 1|2

ktera ma feseni z = (1, 3,2)7.
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