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7. Vlastni cisla — zaklady

Cv. 7.1 Vlastni vektor matice A € R™™" reprezentuje smér, ktery se pii linedrnim zob-
razeni f(x) = Az zobrazi opét na ten samy smér (méni se tedy pouze velikost
nebo orientace vektoru). Pro vlastni vektor v matice A tedy plati, ze pifimka
span{v} se pii zobrazeni f zobrazi do sebe sama. Prislusné vlastni ¢islo matice

pak
Nasl

predstavuje skalovani v tomto invariantnim sméru.

edujici matice reprezentuji geometrickd zobrazeni v roviné. Naleznéte jejich

vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory a pokuste se je geometricky vy-
svetlit:

(a)

2 0
1=(3 2)

eni:

(a)

Linearni zobrazeni f(z) = Ax odpovid4d dvojnasobnému zvétseni vektoru
x, tedy

[ ((z1,22)") = 2(21, 22)".

Libovolny nenulovy vektor z € R\ {(0,0)} je proto vlastnim vektorem ma-
tice A — zobrazeni f ho dvakrat prodlouzi, ale nezméni jeho smér. Vlastnim
¢islem matice A je A = 2 odpovidajici skalovani vektoru x pri zobrazeni f.
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Linearni zobrazeni f(x) = Bx odpovida dvojnasobnému zvétseni vektoru x
v prvni souradnici, tedy

f((@r,29)") = (221, 20)".

Vektory na ose x; se dvojnésobné prodlouzi a nezméni sviij smér — kazdy
vektor ve tvaru («,0) pro a € R\ {0} je tedy vlastnim vektorem matice B
s piislusnym vlastnim ¢islem A\ = 2.
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Vektory na ose xq se pii zobrazeni f nezméni, proto také kazdy vektor (0, o)
pro a € R\ {0} je vlastnim vektorem B a odpovida vlastnimu ¢islu Ay = 1.
Vektory mimo osy pii zobrazeni f méni smér.

L2
v’
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s s T
U1 Bu,
(c) Linearni zobrazeni f(z) = Cxz odpovida zkoseni a zaroven zvétSeni, pro

zobrazeni plati

f ((l‘l, IL‘Q)T) = (2?E1 + 9, 2[L‘2)T.

Vlastni vektory matice C' jsou vSechny nenulové vektory («,0) lezici na
ose w1, protoze tyto vektory pii zobrazeni f smér neméni. Tyto vektory
zobrazeni dvojnasobné prodluzuje, protoze plati

f ((a,O)T) = (20,0)" = 2(a, 0)7,

prislusné vlastni ¢islo je tedy A = 2.

X2

Linearni zobrazeni f(z) = Dz odpovida kolmé (ortogonalni) projekci na

osu 1. a 3. kvadrantu (tedy pfimku z; = x5), plati

f((wr,22)") = %(% + a9, 21 + 1) "

Nenulové vektory lezici na této ose se pfi projekci f zobrazi samy na sebe,
jsou tedy vlastnimi vektory matice D. Neméni se ani velikost a orientace
téchto vektort, odpovidajici vlastni ¢islo je proto A; = 1.
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X2

(2] v1 = Duy

Dalsimi vlastnimi vektory jsou vSechny nenulové vektory kolmé na osu 1. a
3. kvadrantu, tj. vektory ve tvaru (—a, ) pro o € R\ {0}. Tyto vektory se
pii projekci f zobrazi do pocatku (0,0), odpovidajici vlastni ¢islo je Ay =0
(vektory se 8kaluji na 0-nasobek puvodni délky). Miuzeme snadno ovéfit,
7e podminka z definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru je splnéna i pro

tento pripad:
1/1 1\ [—« 0
pey () (3= (o) =0

Cv. 7.2 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni
vektory nésledujicich matic nad télesem C. Jsou vlastni vektory jednoznac¢né?

(a) Charakteristicky polynom matice A vzhledem k proménné A je polynom
pa(A) = det(A — \,).

JelikoZ jsou vlastni ¢isla matice A pravé kofeny polynomu pa(\), miuzeme
charakteristicky polynom vyuzit pro jejich vypocet.

Pro zadanou matici A dostaneme charakteristicky polynom

6 —3-\
= (2-\)(=3-)\)—6-6.

pa(A) = det(A — ML) = det (2 -A 6 )

Déle mtuzeme tento polynom upravit a najit jeho kofeny:

paAA) =2=N(=3-X)—=6-6=X+X—42=(A—6)(A\+7).
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Kofeny polynomu, a tedy vlastnimi ¢isly matice A, jsou hodnoty A\; = 6 a
)\2 =-—T7.

Vlastni vektor prislusny k danému vlastnimu ¢islu A najdeme jako bazi
jadra matice A — AI,,. Pro vlastni ¢islo Ay = 6 tedy hledame bazi jadra

matice
2—6 6 (-4 6
6 -3—-6) \6 =9/

kterou tvo¥i napt. vektor z; = (3,2)7. Podobné pro Ay = —7 hledame bézi
Ker(A — A\215), tj. bazi jadra matice

787 L )= )

Tu tvoii napi. vektor zo = (2, —3)T.

Matice A ma tedy vlastni ¢islo A\; = 6 s odpovidajicim vlastnim vektorem
71 = (3,2)T a vlastn{ &slo Ay = —7 s odpovidajicim vlastnim vektorem
zy = (2,—-3)T. Vlastni vektory nejsou uréeny jednozna¢né — kazdy nenulovy
nasobek vlastniho vektoru je také vlastnim vektorem.

Charakteristicky polynom matice B je

0—Xx 1
pe(A) =det(B — Aly) = det ( 9 o )\)
=-A2-A)+2=N-21+2.
Tento polynom méa pouze komplexni koreny, a to

- —(=2)£+/(-2)2—4-1-2
1,2 — 2.1 -

Vlastni vektor pro A\; = 1+ ¢ tvoii bazi jadra matice

(O_(—l;i) 2—(11+z')) - (_1—; 112)

Bazi jadra najdeme (stejné jako pro realné matice) pomoci Gaussovy eli-
minace. Pfi¢tenim (—1 + i)-nasobku 1. radku k 2. fadku dostaneme:

<_1—;i 11—1) ~ (—2+(—_11—_¢)i(—1+¢) 1 —¢+11(—1+¢)) ~

—1—1 1 —1—-12 1
242 1—i—1+4:1 0 0/)"

Vsechna FeSeni soustavy (B — A Iy)x = 0 jsou ve tvaru z(1,1414) pro z € C.
Hledanym vlastnim vektorem je tedy napi. vektor z; = (1,1 + ).

1+

Vlastni vektor zo pro druhé vlastni ¢islo Ay = 1 — ¢ tvori béazi jadra matice

(O_(—12_i) 2—(11—i)> - <_1—;Z 1—11-2)

a je to napf. vektor zo = (1,1 — )7,

Matice B mé tudiz vlastni ¢islo Ay = 1 4+ ¢ s odpovidajicim vlastnim vek-
torem z; = (1,1 +14)T a vlastn{ &islo Ay = 1 — i s odpovidajicim vlastnim
vektorem xy = (1,1 — ).
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(c¢) Postupujeme obdobné jako u matic 2 x 2. Charakteristicky polynom matice
C vyjadiime pomoci determinantu:

2—A —1 2
po(A) = det(C — A3) = det 5 —3-=A 3 =
—1 0 2=
=2-XN)(-3=-N)(-2=-XN)+(-1)-3-(-1)+2-5-0—
2 (=3 =A) (=1)=3-0-(2=\) —(=1)-5- (=2 —\)

= —(A+1)>
Matice C' méa tedy vlastni ¢islo A = —1. Dale najdeme béazi jadra matice
2—(-1) —1 2 3 -1 2
5 -3 —(-1) 3 =5 -2 3],
—1 0 -2 —(=1) -1 0 -1

kterou tvori napi. {(1,1,—1)T}. Matice C' m4 (trojnésobné) vlastni &islo
A = —1, kterému pifslusi jeden vlastni vektor x = (1,1, —1)7.

Cv. 7.3 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla matice

3201 =2
0200 0
A=12010 3
0501 0
4 8 07 =3

Reseni:
Charakteristicky polynom matice A opét dostaneme jako determinant
3—A 2 0 1 —2
- 0 0 0
pa(A) = det(A — A\5) = det 2 0 1-X 0 3
0 5 0 1—A 0
8 0 7 =3-A
Pro vyjadieni determinantu této matice je vyhodné pouzit Laplacetiiv rozvoj,

napt. podle 2. fadku (obsahuje jediny nenulovy prvek), nasledné podle 4. fadku
a nakonec podle 3. sloupce. Tim dostaneme charakteristicky polynom

33—\ =2
pa(N) = (2—)\)(1—)\)(1—)\)det< 4 _3_)\>
=—(2-=N(1=N*1+N).
Vlastni ¢isla matice A jsou tedy 2, 1 (trojnasobné) a —1.

Cv. 7.4 Zname tii vlastni ¢isla matice

10 0 7 =7
4 5 2 =2
4= 16 4 15 -8 |’

30 4 26 —19
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ato A\ =3, \a = —4 a A3 = 5. Dopocitejte zbylé vlastni ¢islo.
Reseni:
K feSeni ulohy muzeme vyuzit znalost vztahi mezi souc¢inem vlastnich ¢isel a
determinantem matice, respektive mezi souc¢tem vlastnich ¢isel a stopou matice:
det(A) = A1+ Ay, trace(A) = A1 + ... + A\,
Vypocet determinantu je pracnéjsi, ale i vyuziti tohoto vztahu vede k TeSeni.
Determinant matice A muzeme spocitat napr. Gaussovou eliminaci, dostaneme
det(A) = —420. Pro zbylé vlastni ¢islo potom plati
det(A) = —420 = )\1)\2)\3)\4 =3- (—4) -5 )\4,
tedy Ay = —420/(—60) = 7.
Vyhodnéjsi je ale pouzit vztah mezi souctem vlastnich ¢isel a stopou matice.
Stopa matice je soucet prvki na diagonale, tedy
4
trace(A) = » a; =10+5+15—19 =11.
i=1
Protoze je stopa matice zaroven rovna souctu vlastnich ¢isel, plati pro zbylé
vlastni ¢islo
Cv. 7.5 Matice A ma vlastni ¢isla Ay, ..., A\, a jim odpovidajici vlastni vektory x4, ..., z,.

Urcete, jak vypadaji vlastni ¢isla a vlastni vektory:

(a) matice A?,

(b)

(c) matice A+ al,,
(d) matice AT.

matice oA,

eSeni:

(a) Necht \; je vlastni ¢islo matice A a z; je jemu piislusny vlastni vektor. Pak
podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru plati Ax; = \;z;. Jak se
bude chovat z; pii pfenasobeni A?? Dostavame

Vlastni ¢islo A\; se umocni na druhou a vlastni vektor x; zlistane stejny.
Matice A? ma tedy vlastni vektory zi,...,z, a jim odpovidajici vlastni
cisla A2, ..., A2,

(b) Opét dle predpokladu plati Az; = A\;z;. Podobné jako v pfedchozim pii-
kladu se podivame, jak dopadne vysledek aAx;. Dostavame

(aA)x; = a(A ;) = a(Nx;) = (),

Matice oA mé vlastni vektory zy,...,z, a jim odpovidajici vlastni ¢isla
Oé)\l, Cey Oé)\n.



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 2 43

Cv. 7.6

Cv. 7.7

(c) Opét dle predpokladu plati Az; = A\;z;. Podobné jako v pfedchozim pii-
kladu se podivame, jak dopadne vysledek (A + al,)z;. Dostavame

(A+ aly)x; = Az; + (al,)x; = Nz + ax; = (A + o).

Matice (A + al,) méa vlastni vektory x1,...,x, a jim odpovidajici vlastni
cisla A\ +a, ..., A\, + .

(d) Postup z ptredchozich poduloh zde nelze pfimo aplikovat, musime vyuzit
néceho jiného. Muzeme vyuzit fakt, ze vlastni ¢isla matice A jsou prave ko-
feny jejiho charakteristického polynomu pa(\) = det(A — AI,). Z vlastnosti
determinantu vime, ze transpozice matice hodnotu determinantu neménti,
tudiz plati

det(A — \I,) = det((A — \I,)") = det(AT — \1L,).

ProtoZe je ale zérovenn det(AT — A1) = par(\) charakteristicky polynom
matice A7, ma matice AT stejné vlastni ¢isla jako matice A.

Vlastni vektory matice a jeji transpozice mohou byt obecné rizné, napi.
matice A = (J}) ma vlastni vektory ve tvaru (a, 0)” pro a € R\ 0, zatimco
matice AT = (99) ma vlastni vektory ve tvaru (0,a)” pro a € R\ 0.
Ukazte, ze jeden vlastni vektor matice A € R™*" nemuze piisluset riznym vlast-
nim ¢isliam.

Reseni:

Bud z vlastni vektor matice A. Pro spor predpokladejme, Ze x prislusi vliastnim
¢islim A\q, Ao, pfi¢emz Ay # Ao. Podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru
plati Ax = Az a zaroven Ax = Ax. Potom ale dostavame A\jxz = Az, neboli

)\11‘ — )\Ql‘ = ()\1 - )\Q)ZL' = 0.

To znamend, Ze plati A\ — Ay = 0 nebo x = 0. Vlastni vektor x je z definice nenu-
lovy, musi proto platit A\; — Ay = 0, a tedy A\ = Ag, coz je spor s predpokladem
A1 # Ao

Najdéte nejmensi ¢islo a € R tak, ze A + 81, je regularni pro vSechny 8 > a.

Reseni:

Vyuzijeme charakterizace, ze matice je regularni pravé tehdy, kdyz jsou vSechna
jeji vlastni ¢isla nenulova. Necht Ay > --- > ), jsou ta vlastni ¢isla matice A,
ktera jsou realna (ta ryze komplexni muZzeme ignorovat). Ze cvi¢eni vime,
Ze se vlastni ¢isla matice (A + B1I,) rovnaji Ay + § > --- > X\, + (. Protoze
chceme regularitu pro vSechny 8 > «, musi dokonce platit nezapornost vlastnich
Cisel, My + 6> ---> X\, + 8 > 0. V opatném piipadé, kdy méame jedno vlastni
¢islo zaporné snadno najdeme ' > [ takové, ze jemu odpovidajici vlastni ¢islo
(A + 5'I,) bude nulové, a matice bude singularni.

Hodnotu « tedy zvolime tak, ze A\ +a > --- > A\, + a = 0, z ¢ehoz odvodime,
7e o0 = —\p,.
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Cv. 7.8 Zname-li vlastni ¢isla a vektory matic A € R™" B € R™ ™ jak je spocitat pro
matici
A 0
- ?
u ( ! B) |

Reseni:

Oznacme vlastni ¢isla A jako Aq,...,\, a jim odpovidajici vlastni vektory
Z1,...,%y. Obdobné pro matici B, méjme vlastni ¢isla pq,...,u, a jim od-
povidajici vlastni vektory yi,...,¥y,. Pro jednoduchost zde predpoklddame, zZe
existuje plny pocet vlastnich vektori. Ozna¢me Mz = vz jako vlastni ¢islo v a
vlastni vektor z matice M. Muzeme blokové rozepsat

= (0 ()= () - ().

Z toho vyplyva, 7ze Az; = vz; a Bz = vzy. Vidime, Ze podvektory zi, zo maji
stejné vlastnosti, jako vlastni vektory A a B s tim rozdilem, Ze nepozadujeme
nenulovost obou z nich zaroven (pouze nenulovost celého z). V zavislosti na
nulovosti slozek zi, 2o rozlisime nékolik pripadu:

(a) Pokud z; = o, musi 29 # o (z je vlastni vektor). Dostavame

(o 8) ()= () (%)

Vidime, 7e kazdy vektor (o,9;)T je vlastnim vektorem M s odpovidajicim
vlastnim ¢islem p;.

(b) Pokud z = o, musi z; # o. Vidime, Ze situace je obdobné jako v predchozim
piipadé a proto plati, Ze vektor (z;,0)T je vlastni vektor M odpovidajici
vlastnimu ¢islo A;.

(c) Pripad, kdy z; = 0 a z3 = 0 nemiZe nastat, protoze pozadujeme nenulovost
vlastniho vektoru z.

(d) Pokud z; # 0, z9 # 0, poté z1 a ze odpovidaji vlastnim vektoram A a B. Pro
ty musi platit, Ze jim odpovida stejné vlastni ¢islo v. Tedy pokud existuje
A\i = pj, potom z = (z;,y;)7 je vlastnim vektorem M a \; = pu; je jeho
odpovidajici vlastni ¢islo. VSimnéme si nicméné, ze v takovém piipadé je
vektor z = (2;,0)" + (0,y;)7 linearni kombinaci jiz nalezenych vlastnich
vektort.

Vlastni ¢isla matice M tedy jsou

)\17"'7)\m7,u17"'7:un

a prislusné vlastni vektory

() (5)- 66

Pov§imnéme si, ze vlastni vektory tvaru (z;,0)7 a (0, y;)7 jsou nenulové a linearng
nezavislé (protoze xi, ..., x,, byly linedrné nezavislé a yi, ..., y, také).
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Cv. 7.9

Cv. 7.10

Bud P € R™"™ matice projekce. Jakd mé vlastni ¢isla a vlastni vektory?

Reseni:

Pro urceni vlastnich ¢isel matice projekce miizeme vyuzit jeji vlastnost, ze opa-
kovana projekce méa stejny efekt, jako projekce samotna, neboli P? = P. Necht
A je vlastni ¢islo P a x odpovidajici vlastni vektor. Dostavame,

P?z = P(Px) = P(Ar) = \(Px) = \’x
a zaroven
P?*r = Pz = \x.
Z toho plyne, Ze A\ = X, neboli A(A — 1) = 0. Vlastn{ ¢isla matice P jsou proto
pouze 1 a 0.

Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu 1 spliuji Px = . Z vlastnosti pro-
jekce tento vztah spliuji vechny vektory z € V', kde V' = S(P) je podprostor, do
kterého matice P projektuje. Jako linedrné nezavislou podmnozinu vlastnich vek-
tortt zvolime libovolnou bazi prostoru V. Oznac¢ime-li m = dim (V') = rank(P),
tak jsme nasli m vlastnich vektori pro vlastni ¢islo 1.

Vlastnimu ¢islu 0 odpovidaji vektory spliujici Pxr = o. To jsou ale vektory
x € Ker(P), jako linearné nezavislou podmnozinu vlastnich vektora tedy zvolime
libovolnou bézi Ker(P). Z vlastnosti kolmé projekce si miizeme také uvédomit,
7e Ker(P) = V+. Nasli jsme tedy n — m vlastnich vektorti pro vlastni &islo 0.

Celkem tak méame m+ (n—m) = n vlastnich vektori, takze uz zadné jiné vlastni
vektory, a tim padem ani vlastni ¢isla, neexistuji. Vlastni ¢islo 1 je m-nésobné a
vlastni ¢islo 0 je (n — m)-nasobné.

(12
BudA—<3 4).

(a) Ovérte Cayleyho-Hamiltonovu vétu,
(b) Vyjadiete A* jako linearni kombinaci I, a A,
(c) Vyjadiete A~! jako linearni kombinace I a A.

Resent:

(a) Vétatika, ze pro charakteristicky polynom matice p4(\) plati, ze p4(A) = 0.
Uréime
1—A 2

pa(A) = det(A — A1,,) = det < 5 4

):)\2—5)\—2.

Dosadime A,
2 ea o (T 10\ (5 10 (2 0\ _ (00
pald) = A" =54 2[2_(15 22 15 20/ \o 2/~ \0 0/

(b) Pro vyjadieni A* musime A* vydélit polynomem p4(\) se zbytkem, ¢imz
ziskame tvar A\* = r(A\)pa(\) + s(\). Po dosazeni A = A dostaneme A? =
s(A), protoze pa(A) = 0. Spocitame

M =7rN)(A=5X—2) + s(\)
= (A2 51+ 27) (A% — 5X — 2) + 145\ + 54,
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kde zbytek s(A) = 145\ 4+ 54. Dosazenim méame pozadované vyjadieni
At = 5(A) = 145A + 541,.
Vztah muzeme ovérit zkouskou — leva i prava strana vyrazu déa stejnou
matici
o 199 290
435 634 ) °
(c) Podle Cayleyho-Hamiltonovy véty plati
0=pa(A) = A% —5A — 21,.
Rovnici vynasobime matici A~! a ziskdme
0=A-5[,—2A"".

Z této rovnice uz snadno vyjadiime A~! jako

1 1 /-4 2
-1 - _ . -
A ——2(A 5-15) =5 (3 _1).
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