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3. Ortogonalni doplnék a projekce

Ortogonalni doplnéek

Cv. 3.1

Cv. 3.2

Pro vektorovy prostor V uréete V£, {0}+, {}+.

Reseni:
Ortogonalni doplnék prostoru V' mé z definice tvar

Vi={r eV ;WeV:(ry) =0}

Zédny nenulovy vektor neni kolmy sam na sebe, protoze podle definice skalarniho
souc¢inu je (z,x) > 0 pro libovolné x # o. To znamena, Zze V+ obsahuje pouze
nulovy vektor, ¢ili V+ = {o}.

Kazdy vektor je kolmy na nulovy vektor, ¢ili (x,0) = 0. Proto {0}* = V.

V poslednim p¥ipadé mame {}+ = V, protoze na vektory x € V neklademe
zadnou podminku. Neexistuje totiz vektor v {}, na ktery by musel byt x kolmy.

Bud M, N C V. Ukazte
(a) M C N = Nt C M%) ale ne naopak,

(b) (MUN)*+ = M+tn N

Resent:

(a) Ortogonalni dopliiky danych mnozin jsou

Nt={reV Ve N:(x,y)=0}

Mt ={z eV ;VyeM: (z,y) =0}

Vidime, Ze pokud vektor z € N+, poté je kolmy na viechny vektory y € N
a tudiz i na viechny vektory y € M C N. Tim padem musi leZet také v M+,

Opacny vztah platit nemusi. M&me napiiklad M = {0} a N = {}. Potom
plati M+ = N+ =V, ale presto M Z N.

(b) Dané mnoziny se daji vyjadrit jako
(MUN)-={z €V ;Vye MUN : (z,y) =0}
a
M*NN+t={zecV;VyecM:(z,y) =0}nN{x €V ;Vye N:(x,y) =0}

Mnozina M+NN* je tedy mnoZzina vektori, které jsou kolma jak na vektory
z mnoziny M, tak na vektory z N. To znamené, Ze je kolma na vSechny
y € M UN, coz dava definici mnoziny (M U N)*+.



16

3. Ortogondlni doplnék a projekce

Cv. 3.3

Cv. 34

Cv. 3.5

Najdéte podprostor U @ R® takovy, Ze dim U = dim U~.

Reseni:

Kombinaci dimU + dimU~+ = n se vztahem dimU = dim U+ dostavame, Ze
dimU = %, coz nedava pro n = 5 prirozené ¢islo. Takovy podprostor U tedy
nemiize existovat.

Spoéitejte ortogonalni doplnék vektoru u = (1,0,0,—2)7 do podprostoru V =
span{v, w} = span{(1,2,4,0), (0,1,2,1)T}.

Reseni:
Ortogonalni doplnék vektoru w do podprostoru V' je vektorovy podprostor, ktery
muzeme formalné vyjadrit jako

{u}t ={z eV ; (u,x) =0}.

ProtoZe V méa dimenzi 2 a u neni nulovy prostor, {u}* ma dimenzi 1, lze tedy
vyjadiit ve tvaru {u}*t = span{y}, kde y € V a zaroveir y L u. ProtoZe u,y
jsou nenulové ortogonalni vektory, jsou zaroven linedrné nezavislé a tedy tvori
bézi prostoru V. Z toho vyplyva, ze staci vzit vektor u, doplnit ho na béazi V
a nasledné provést Gram-Schmidtovu ortogonalizaci v poradi, kdy zachovame
smér vektoru u. Konkrétné, napiiklad vezméme u, v a provedme ortogonalizaci.
Dostavame

(v, u) r 1 r_ 1 T
=v— uvw=(1,2,4,0)" — =(1,0,0,—-2)" = =(4,10,20,2)".
y=v- o= (1,2,4,0)7 - o = )
Vsimnéme si, Ze vektor y nemusime pro nase potfeby normovat, protoze uz v tuto
chvili jednoznaéné urcuje {u}t.

Poznamka. Aby tloha byla dobfe definovana, musi platit v € V. To muZeme
ovérit standardnim zptsobem, kdy vektor u vyjadiime jako linearni kombinaci
vektori v, w. V tomto pripadé miizeme ovéreni ucinit také a posteriori tak, ze
vyjadiime vektor w pomoci vektora u,y. Protoze vektory wu,y jsou ortogonélni,
staci ovérit platnost Fourierova rozvoje

_ (wou) o (w,y)
(u, u) (v,y)”

(12,

Najdéte R(A), Ker(A) a nakreslete je do obrazku.

Bud

Reseni:

Radkovy prostor matice R(A) je generovany fadky matice A. Okamzité vidime,
7e Tadky matice jsou na sobé linedrné zavislé, proto muzeme radkovy prostor
vyjadrit napifklad jako R(A) = span{(1,2)’}.

Jadro matice Ker(A) = {z € R?* Az = 0} odpovidd mnoZiné fefeni soustavy
Ax = 0. Odstupnovany tvar matice A je napiiklad

(0 0)
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tedy mnoZina feSeni je pifmka Ker(A) = span{(—2,1)7}.

- R(A)
4
3,
2
1
-2 -1 2 3 4 5 I
2] Ker(A)

V obréazku jsou znazornény oba prostory R(A), Ker(A) jako dvé na sebe kolmé
piimky. Obrazek tedy ilustruje vlastnost, Ze tyto prostory jsou navzajem orto-
gonélnimi doplnky.

Cv. 3.6 Najdéte bazi ortogonalntho dopliiku k prostoru
V = {(x1,29,23) € R®; 21 + 25 + 225 = 0}.
Reseni:
Piimocary postup by byl nejprve urcit bazi prostoru V' a nasledné nalézt vektor,
ktery je na ni kolmy. To bychom mohli ucinit napiiklad tak, ze bézi prostoru

V doplnime na bazi R? a nésledné provedeme jeji ortogonalizaci, kde posledni
vektor poté tvori bazi dopliku.

Jednodussi postup je uvédomit si, ze vSechny vektory z prostoru V' spliuji rovnici
1 + w9 + 2x3 = 0. Tudiz prostor V' je jadrem matice A = (1 1 2), neboli
V = Ker(A). Podle vzorce V+ = Ker(A4)! = R(A) pak ihned dostavame, 7e
ortogonalni doplnék k prostoru V je generovan radky matice A, tedy V*+ =
span{(1,1,2)7}.

Ortogonalni projekce
Cv. 3.7 Uvazujme standardni skaldrni soucin v R™ a pfimku p = span{y}.

(a) Najdéte bod x’ na ptimce p, ktery je nejblizsi bodu = € R™.
(b) Porovnejte velikost projekce 2’ a vektoru z.
(c) Sestavte matici kolmé projekce na piimku p.
)

(d) Najdste projekci vektoru x = (3, —2,5)7 na p¥imku se smérnici y = (2, 1,1)7.

Reseni:
(a) Z prednasky vime, Ze bod 2’ odpovida kolmé projekci x na pfimku p, ktera
se da vyjadrit podle véty o ortogonélni projekci jako

l‘/:<{L‘,L>L <ZL‘,y> ]

W/ Tl =~ ()Y
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(b) Plati
| ) N 2% 70 T %) A Y (2% 1))
]| = y|| = Iyl = =5 1lvll = :
(,y) (v, 9) Iyl Iyl
Zaroven muzeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost [(x,y)| < ||z|| - ||y|| pFepsat
do tvaru 1y
LY
< [lll;
[yl

coz dohromady dava [|2’|| < ||z||. To znamen4, Ze norma kolmé projekce je
vzdy shora omezena normou ptuvodniho vektoru.

(c) Kolmé projekce na piimku p = span{y} ma predpis = — %y Vyraz
ekvivalentné prepiseme

(x,y)y  aly 1

T
y=—y= (7 y)y.
.7 vy’ yly

Protoze (z7y)y = y(yTz) = yyTx, miZeme projekci psat ve tvaru
L7
—yy’ .
y'y
Vidime, 7ze A = ﬁny je maticovy predpis kolmé projekce na pifmku
p = span{y}.

(d) V zéasadé dosadime do vzorecku pro projekci konkrétni hodnoty. Spocitame

() =3-2—2-1+45-1=9, (y,y)=2-2+1-14+1-1=6.

Projekce tedy odpovida vektoru gz;y =3y=23(2,1,1)".

Cv. 3.8 Urcete ortogonélni projekci p vektoru a = (2,2, 1,5)" do podprostoru generova-
ného ortonormélnimi vektory

_f(1 11 1\T (1 _11 _I\T 1 11 1\T

B={(333%3" G-53-3" (-3-353)"}
Déle urcete soufadnice této projekce [p|p vzhledem k bézi B.
Reseni:

Protoze B je ortonormalni bazi daného podprostoru, miizeme postupovat pfimo
podle véty o projekci, ktera tika, ze

kde

)

)T

DO [
N [

9

DO [
N [

21:(%7%7%7%)T7 22:(%’_%’%’_% ’ 23:(_

Spocitame Fourierovy koeficienty

(a,z1) =5, (a,z) =-2, (a,z3)=1.
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Hledana projekce p se urcéi jako

3
p= Z(a, Zi)z =521 — 22 + 12z = (1,3,2,4)7.

i=1

Dale vidime, Ze soufadnice vektoru a vzhledem k bazi B = {z1, 29, 23} odpovidaji
Fourierovym koeficientiim, a tedy [p]z = (5, —2,1)7.

Cv. 3.9 Urcete vzdalenost bodu A = [5,5, 3, 3] od roviny p prochéazejici poc¢atkem a body
B=10,1,-1,0 a C = [4,-2,2,—1].

Reseni:
Spo¢itame projekci A’ bodu A do roviny p a hledana vzdalenost je potom vzdéa-

lenost A od A'.

Abychom postupovali podle standardniho postupu, ozna¢me vektory
a=(5533)7" b=(0,1,-1,00", c=(4,-2,2,-1)".

Pro vyjadreni projekce potfebujeme ortonormalni bazi roviny p = span{b, c}.
Budeme tedy postupovat Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci aplikovanou na
vektory b, c:

2= b = (0,1, -1,0)",

Yo = — (¢, z1)z = (4,-2,2, —1)7 — (=2v/2)22(0,1, -1,0)T = (4,0,0, —1)7,
Ry = ||y2||?/2 = 7(470707 _l)T

a dostaneme ortonormalni bézi z1, z5. Projekce a’ vektoru a do roviny p ma
potom tvar

a = {a,z1)z + (a,21)2
= V222(0,1,-1,0)T + v17¥37(4,0,0, —1)T
= (4,1,-1,-1)7.

Nakonec spocitame pozadovanou vzdalenost a od a’ jako
||a’ - a,H = ||(5> 9,3, 3)T - (47 1, -1, _l)TH = ||(1> 4,4, 4)T|| =T.
Zéavér: Vzdalenost bodu A od roviny obsahujici o, B a C' je 7.

Cv. 3.10 Pii standardnim skaldrnim soudinu urdete vzdalenost ¢ € R™ od

(a) podprostoru a’xz = 0, kde 0 # a € R™,
(b) podprostoru a’z = b, kde 0 # a € R", b € R.

Resent:

(a) Vzdalenost ¢ od nadroviny a’x = 0 se rovna vzdélenosti ¢ od jeho pro-
jekece ¢, na tuto nadrovinu, tedy normeé vektoru ¢ —c,. Vypocet ale vyrazné
usnadnime, pokud si uvédomime, Ze vektor ¢, = ¢ — ¢, je vlastné projekce
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vektoru ¢ na ortogonélni doplnék k nadroving, coz je piimka span{a}. Pro-
jekci na pfimku span{a} umime jiz vyjadrit jako

(c,a) cla

" (a,a) flaf?

Velikost tohoto vektoru je rovna hledané vzdalenosti

CTCL

lafl?

B |cTa| |cTa|

~ al?

lepll = lall =

a .
H lal]

(b) Ulohu pfevedeme na piedchozi piipad, a to tak, Ze vektor ¢ a nadrovinu
a’x = b presuneme o stejny vektor d tak, aby dana nadrovina prochézela
pocatkem.

Jak najit vektor d? Chceme v zasadé rovnici a’z = b piepsat do tvaru
a®(x +d) = 0. Porovnanim obou rovnic dostaneme a’d = —b. Pro vektor d
mame nekonecné mnoho moznosti jak jej zvolit, ale feSeni s jednoduchym
predpisem je d = —aTbaa.

Posunutim o vektor d se vzdalenosti mezi objekty nezméni a tlohu tak
prevedeme na predchozi piipad hledani vzdalenosti vektoru ¢ — —%-a od

ala
nadroviny a’x = 0. Dosazenim do vzorce dostavame

(e = gha)7al _ |Ta —
ol fal

Cv. 3.11 Rozlozte u = (3,2,6)” nasoucet u = v+w, kdev € V = span{(1,0,0)7, (0,1,1)}
awe VL,

Reseni:
Vektor v urc¢ime jako kolmou projekci v do podprostoru V. Poté dopocitdme
w = u — v. Matice projekce do V m4 tvar P = A(ATA)"' AT kde

10
A=[01
0 1
Dosazenim dostavame
1 2 00 3 3
v = Pu= 5 01 1 21 =14
011 6 4

w=u—v=(3,267"—(34,4)" =(0,-2,2)".

Alternativné by bylo mozné spocitat vektor u pomoci Gramovy—Schmidtovy
ortogonalizace, kde bychom ortogonalizovali vektory (1,0,0)T, (0,1,1)T, a poté
spocitali projekci s vyuzitim ortonormalni baze.

Jesté jiny postup je vypocitat nejprve vektor w, a teprve potom vektor v jako
v = u—w. Vyhoda tohoto postupu spo¢iva v tom, Ze vektor w je projekci vektoru
u do podprostoru V+. Protoze V+ = span{(0,1, —1)T}, jedna se o jednoduchou
projekci na primku.
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Metoda nejmensich ¢tverci

Cv. 3.12

Cv. 3.13

Cv. 3.14

Pomoci projekce najdéte nejlepsi priblizné feSeni 2’ soustavy Ax = b, kde

2 1 0 10
4 2 0 5
A= 2 -4 -1 b= 13
1 -2 2 9

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzajemné kolmé.
Urcete také velikost chyby ||Az" — b||.

Dostanete stejna feseni jako feseni soustavy AT Az = ATbH?

Reseni:

Priblizné feSeni dané soustavy nalezneme jako soutadnice projekce vektoru b do
sloupcového prostoru S(A) matice A. Protoze sloupce aq, as a ag matice A jsou
vzajemné kolmé, je projekce vektoru b do sloupcového prostoru A pfimo déana
predpisem

~a; = 3ay — 2ay + ag = (4,8,13,9)".

3
by = D
=1

Hledané koeficienty jsou tedy 2’ = (3,—2,1)T. ProtoZe sloupce matice A jsou
navzajem ortogonélni (a tedy linearné nezavislé), je nalezené x’' uréené jedno-
znacne.

<b7 ai>
i

Vysledna chyba je
142" = bl| = [[bs(ay — bl| = V/45.

Na zévérecnou otazku je odpovéd ,ano“, coz je znamo z prednéasky. Vysledné
feseni je stejné jako feseni soustavy normalnich rovnic AT Az = ATb. Protoize
matice A mé linearné nezavislé sloupce, tak matice A” A je regularni a soustava
normélnich rovnic mé jediné feseni 2/ = (3, -2, 1)7.

Metodou nejmensich ¢tvercu spocitejte priblizné reSeni soustavy Az = b, kde
A=(1,...,1)7 se sklada ze sloupce jednicek a b € R™.

Reseni:

Vyjadfenim soustavy normalnich rovnic AT Az = ATb dostéavame

n
n-r= g b;,
i=1

tedy pribliznym reSenim metodou nejmensich ¢tvercii je aritmeticky pramér x =
% > 1 by prvki vektoru pravych stran b.

Hooktv zakon vyjadiuje linearni imérnost pruzné deformace materidlu na po-
uzité sile. Nasledujici tabulka obsahuje hodnoty pratahu pruziny (v palcich)
v zévislosti na sile/hmotnosti (v librach). Odhadnéte koeficient timérnosti.

slla F | 5 7 8 10 12
pritah ¢ | 11,1 154 17,5 22 26,3
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Resent:

Pro zadané hodnoty sily F' a prutahu ¢ hledame koeficient ¢, pro ktery plati
cF = ¢ (napft. pro prvni sloupec tabulky ¢-5 = 11,1). Chceme tedy Tesit soustavu
Ax = b tvaru

5 11,1
7 15,4
8 [e=]175
10 22

12 26,3

Tato soustava nemé TeSeni, vyuzijeme proto metodu nejmensich ¢tverci. Pro
tuto soustavu dostdvame normalni soustavu rovnic AT Az’ = ATb s matici

5

7
ATA=(5 7 8 10 12) | 8 | =382

10

12

a vektorem pravych stran

11,1

15,4
ATb=(5 7 8 10 12) | 17,5 | =8389.

22

26,3

Priblizné feSeni 2’ dava smérnici piimky (= koeficient tmérnosti)

c=(ATA) AT ~ 2,1961.
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