
Př́ıklady na procvičeńı z Lineárńı algebry 1 (ZS 2020/2021):

(14) Afinńı prostory

Cv. 1. Ukažte, že množina řešeńı soustavy Ax = b je afinńı množina a to tak, že je uzavřená
na afinńı kombinace.

Řešeńı:
Označme jako X = {x∗ ∈ Rn

∣∣Ax∗ = b} množinu řešeńı soustavy Ax = b. Pro
x1, x2, . . . , xn ∈ X (tedy xi : Axi = b) má platit, že jejich libovolná afinńı kombinace
opět nálež́ı do X, totiž

A(α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn) = b kde
n∑

i=1

αi = 1.

Úpravou, kdy vytkneme jednotlivá αi dostáváme z výrazu na levé straně

α1Ax1 + α2Ax2 + · · ·+ αnAxn = α1b+ α2b+ · · ·+ αnb.

Vytkneme zprava vektor b a ze vztahu
∑n

i=1 αi = 1 dostáváme

(α1 + α2 + · · ·+ αn)b = b.

Proto libovolná afinńı kombinace řešeńı soustavy Ax = b je opět jej́ım řešeńım.

Cv. 2. Rozhodněte, zda vektory

x0 = (1, 2, 3)T , x1 = (2, 3, 1)T , x2 = (1, 3, 2)T , x3 = (2, 1, 3)T

jsou afinně nezávislé.

Řešeńı:
Spoč́ıtáme si vektory

x1 − x0 = (1, 1,−2)T , x2 − x0 = (0, 1,−1)T , x3 − x0 = (1,−1, 0)T .

Tyto tři vektory jsou lineárně závislé (generuj́ı dvou-dimenzionálńı podprostor),
proto jsou p̊uvodńı vektory afinně závislé.

Cv. 3. Rozhodněte, zda vektory

x0 = (1, 0, 2)T , x1 = (2, 2, 1)T , x2 = (2, 1, 3)T , x3 = (3, 3, 2)T

lež́ı v jedné rovině.

Řešeńı:
Zadané vektory x0, x1, x2, x3 lež́ı v jedné rovině právě tehdy, když dimenze afinńıho
podprostory span{x1 − x0, x2 − x0, x3 − x0} je rovna 2. Nejprve urč́ıme x1 − x0 =
(1, 2,−1)T , x2−x0 = (1, 1, 1)T , x3−x0 = (2, 3, 0)T a následně dimenzi jejich lineárńıho
obalu pomoćı hodnosti následuj́ıćı matice1 2 −1

1 1 1
2 3 0

 ∼
1 2 −1

0 −1 2
0 −1 2

 ∼
1 2 −1

0 −1 2
0 0 0

 .

Vid́ıme, že hodnost matice je 2, tedy vektory x1 − x0, x2 − x0, x3 − x0 lež́ı v rovině
procházej́ıćı počátkem a proto x0, x1, x2, x3 lež́ı v rovině.
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Cv. 4. Rozhodněte, zda M = N a P = Q pro

(a) M = span{(1, 2)T}+ (1, 1)T , N = span{(2, 4)T}+ (2, 3)T

(b) P = span{(1, 2, 1)T , (2, 1, 0)T} + (1, 0, 0)T , Q = span{(0, 3, 2)T , (3, 0,−1)T} +
(2,−1,−1)T

Řešeńı:

(a) Vid́ıme, že jak M , tak N jsou př́ımky (afinńı podprostory dimenze 1), proto
jediný vztah, v jakém mohou tyto afinńı podprostory být je rovnost. A rovnost
nastane právě tehdy, když libovolný bod z M lež́ı v N a naopak. Např́ıklad
(1, 1)T ∈ M se muśı dát vyjádřit jako afinńı kombinace bod̊u z N , tedy jako
(1, 1)T = α(2, 4)T + (2, 3)T , kde α ∈ R. To nám dává soustavu dvou rovnic o 1
neznámé

2α + 2 = 1
4α + 3 = 1,

která nemá řešeńı. Proto (1, 1)T 6∈M a tedy M 6= N . Dokonce ani žádný vztah
z M 6⊆ N , N 6⊆M neńı možný.

(b) Opět muśı platit, že libovolný vektor a(1, 2, 1)T + b(2, 1, 0)T + (1, 0, 0)T ∈ P
pro a, b ∈ R nálež́ı do Q, tedy se dá vyjádřit jako c(0, 3, 2)T + d(3, 0,−1)T +
(2,−1,−1)T (pro c, d ∈ R) a naopak. Muśı proto platit mezi oběma výrazy
rovnost

a(1, 2, 1)T + b(2, 1, 0)T + (1, 0, 0)T = c(0, 3, 2)T + d(3, 0,−1)T + (2,−1,−1)T ,

která se dá zapsat soustavou tř́ı rovnic jako

a+ 2b+ 1 = 3d+ 2

2a+ b = 3c− 1

a = 2c− d− 1.

(1)

Pokud budeme schopni c, d vyjádř́ıt v závislosti na a, b, znamená to, že pro libovolný
vektor z M daný souřadnicemi a, b jsme schopni nalézt odpov́ıdaj́ıćı souřadnice c, d
toho samého vektoru v N . Tedy ukážeme, že M ⊆ N . Podobně, pokud vyjádř́ıme
a, b v závislosti na c, d, dostaneme N ⊆M a v d̊usledku M = N .
Pojd’me nejprv vyjádř́ıd a, b v závislosti na c, d ∈ R. T́ım soustavu interpretujeme
jako parametrickou soustavu, kde c, d ∈ R jsou parametry a a, b jsou neznámé.
Rovnicově

a+ 2b = 3d+ 1

2a+ b = 3c− 1

a = 2c− d− 1

c, d ∈ R

(2)

a maticově  1 2 3d+ 1
2 1 3c− 1
1 0 2c− d− 1

 ∼
 1 0 2c− d− 1

2 1 3c− 1
1 2 3d+ 1

 ∼
2



∼

 1 0 2c− d− 1
0 1 −c+ 2d+ 1
0 2 −2c+ 4d+ 2

 ∼
 1 0 2c− d− 1

0 1 −c+ 2d+ 1
0 0 0

 .

Řešeńı soustavy je a = 2c− d− 1 a b = −c+ 2d+ 1.
Podobně pro a, b ∈ R parametry a c, d neznámé interpretujeme soustavu rovnicově

3d = a+ 2b− 1

3c = 2a+ b+ 1

2c− d = a+ 1

a, b ∈ R

(3)

a maticově  0 3 a+ 2b− 1
3 0 2a+ b+ 1
2 −1 a+ 1

 ∼
 3 0 2a+ b+ 1

0 3 a+ 2b− 1
2 −1 a+ 1

 ∼
∼

 1 0 2a+b+1
3

0 1 a+2b−1
3

2 −1 3a+3
3

 ∼
 1 0 2a+b+1

3

0 1 a+2b−1
3

0 0 3a+3
3
− 22a+b+1

3
+ a+2b−1
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Plat́ı, že 3a+3

3
−22a+b+1

3
+a+2b−1

3
= 0, tedy soustava má řešeńı c = 2a+b+1

3
a d = a+2b−1

3
.

Plat́ı, ž M ⊆ N a v d̊usledku M = N .

Cv. 5. Uvažujme dvě afinńı zobrazeńı f, g v rovině, přičemž f představuje překlopeńı podle
př́ımky p : y = 10 a g představuje překlopleńı podle př́ımky q : x = 2.

(a) Najděte maticový předpis zobrazeńı f ,

(b) najděte maticový předpis zobrazeńı g,

(c) z předchoźıch předpis̊u odvod’te maticový předpis zobrazeńı f ◦ g.

Řešeńı:

(a) Zobrazeńı f(x) můžeme zkonstruovat pomoćı složeńı trojice jednodušš́ıch afinńıch
zobrazeńı f1, f2, f3 tak, že nejprve posuneme vektor x o (0,−5)T , provedeme
překlopeńı podél osy x a následně posuneme daný vektor zpět o (0, 5)T . Tato
zobrazeńı můžeme vyjádřit jako

• f1(x) = x+ (0,−5)T ,

• f2(x) =

(
1 0
0 −1

)
x = O1x,

• f3(x) = x+ (0, 5)T .

Dostáváme f(x) = f3(f2(f1(x))) = f3(f2(x+(0,−5)T )) = f3(O1(x+(0,−5)T )) =
O1(x+ (0,−5)T ) + (0, 5)T = O1x+ (0, 5)T + (0, 5)T = O1x+ (0, 10)T .

(b) Zobrazeńı g(x) můžeme zkonstruovat podobně jako složeńı g1, g2, g3, kde

• g1(x) = x+ (−2, 0)T (posunut́ı o (−2, 0)T ),

• g2(x) =

(
−1 0
0 1

)
x = O2x (rotace podél osy y),
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• g3(x) = x+ (2, 0)T (posunut́ı nazpět o (2, 0)T ).

Složeńım dostáváme g(x) = g3(g2(g1(x))) = O2x+ (4, 0)T .

(c) Složeńı f ◦ g = f(g(x)) = f(O2x + (4, 0)T ) = O1(O2x + (4, 0)T ) + (0, 10)T =
O1O2x+O1(4, 0)T + (0, 10)T = O1O2x+ (4, 0)T + (0, 10)T = O1O2x+ (4, 10)T ,
po rozepsáńı maticového součinu

(f ◦ g)(x) =

(
1 0
0 −1

)(
−1 0
0 1

)(
x1
x2

)
+

(
4
10

)
=

(
−x1
−x2

)
+

(
4
10

)
.

Cv. 6. Dokažte, že vektory x0, x1, . . . , xn jsou afinně nezávislé, právě když vektory
y0 = (xT0 , 1)T , y1 = (xT1 , 1)T , . . . , yn = (xTn , 1)T jsou lineárně nezávislé.

Řešeńı:
Důležité je zde uvědomit si, co za dodatečnou informaci nám dává struktura vektor̊u
y0, y1, . . . , yn. Z jejich struktury vyplývá, že

∑n
i=0 αiyi = 0 ⇐⇒

∑n
i=0 αixi = 0 a

zároveň
∑n

i=0 αi = 0. Jedná se totiž pouze o rozděleńı vektorové rovnice na 2 části,
kde v prvńı uvažujeme prvńıch n složek vektor̊u yi a v druhé posledńı n+ 1. složku.
Schematicky,

α0

(
x0
1

)
+ α1

(
x1
1

)
+ · · ·+ αn

(
xn
1

)
=

(
0n

0

)
⇐⇒

α0x0 + α1x1 + · · ·+ αnxn = 0n

α0 · 1 + α1 · 1 + · · ·+ αn · 1 = 0.

Důkaz tvrzeńı si rozděĺıme na 2 implikace.

• Lineárńı závislost y0, y1, . . . , yn implikuje afinńı závislost x0, x1, . . . , xn.
Pokud jsou y0, y1, . . . , yn lineárně závislé, plat́ı

n∑
i=0

αiyi = 0

a zároveň existuje j : αj 6= 0. Můžeme proto vyjádřit yj pomoćı ostatńıch
vektor̊u jako

yj =
∑
i 6=j

βiyi =
∑
i 6=j

αi

−αj

yi.

Speciálně (omeźıme-li se na prvńıch n složek) také

xj =
∑
i 6=j

βixi =
∑
i 6=j

αi

−αj

xi.

a (omeźıme-li se na posledńı složky yi)

1 =
∑
i 6=j

βixi =
∑
i 6=j

αi

−αj

Vid́ıme, že xj se dá vyjádřit jako afinńı kombinace zbylých vektor̊u s koeficienty
βi. Vektory x0, x1, . . . , xn jsou tedy afinně závislé.
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• Afinńı závilost x0, x1, . . . , xn implikuje lineárńı závislost y0, y1, . . . , yn.
Jsou-li x0, x1, . . . , xn afinně závislé, plat́ı, že existuje j :

xj =
∑
i 6=j

βixi a zároveň
∑
i 6=j

βi = 1

Sloučeńım obou rovnic dostáváme(
xj
1

)
=
∑
i 6=j

βi

(
xi
1

)
což je ekvivalentńı

yj =
∑
i 6=j

βiyi.

Množina y0, y1, . . . , yn je lineárně závislá.
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