
P°íklady na procvi£ení z Lineární algebry 1 (ZS 2020/2021):

(13) Obraz, jádro, isomor�smus

Cv. 1. [Ukázka] Rozhodn¥te, zda zobrazení f : R3 → R3 dané p°edpisem

f(x, y, z) = (x+ y − 2z, y − z, x− y)T

je isomor�smem R3 na sebe sama (takzvaným automor�smem).

�e²ení:

Isomor�smus dvou vektorových prostor· je vzájemn¥ jednozna£né lineární zob-
razení (tedy lineární zobrazení, které je bijekce). Budeme chtít zjistit dimenzi
jádra (pokud je zobrazení prosté, tak má být nulová) a dimenzi obrazu = di-
menzi sloupcového prostoru (pokud má být zobrazení na, tak musí být stejná
jako dimenze prostoru, do kterého to zobrazení jde).

Sestavíme matici zobrazení v·£i kanonické bázi (jakákoliv báze by poslouºila
stejn¥):

kan[f ]kan =

1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0


Abychom ur£ili rank této matice, provedeme Gaussovu eliminaci:1 1 −2

0 1 −1
1 −1 0

 ∼
1 1 −2
0 1 −1
0 −2 2

 ∼
1 1 −2
0 1 −1
0 0 0


Vidíme, ºe dimenze jádra matice je rovna jedné, takºe zobrazení není prosté. To
m·ºeme i snadno ov¥°it: f(0, 0, 0) = (0, 0, 0)T = f(1, 1, 1).

Obdobn¥ dimenze sloupcového prostoru je rovná dv¥ma (vzpome¬te na v¥tu,
ºe dimenze sloupcového a °ádkového prostoru se rovnají). Tedy funkce není na.
Op¥t bychom mohli ov¥°it, ºe nap°íklad vektor (0, 0, 1)T není v obraze (stejná
Gaussova eliminace dopln¥ná o pravou stranu).

Cv. 2. [Ukázka] M¥jme lineární zobrazení f : R→ R zadané obrazem báze B:

f(2, 1, 1) = (1, 2, 3)T

f(1, 3, 5) = (3, 2, 1)T

f(7, 1, 4) = (1, 1, 1)T

Zjist¥te, jestli je zobrazení prosté (pokud není, najd¥te vektory u, v ∈ R3 ºe
u 6= v ∧ f(u) = f(v)) a jestli je na (pokud ne, najd¥te vektor, který nemá
p°edobraz, tedy u ∈ R3 takové ºe ∀v ∈ R3 : f(v) 6= u). Ur£ete dimenzi a bázi
obrazu a jádra tohoto lineárního zobrazení.

�e²ení:
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Prostota: Nap°ed ur£íme, jestli je zobrazení prosté (injektivní). Pokud by ne-
bylo, pak by nutn¥ existovaly dva r·zné vektory u, v ∈ R3 (z de�ni£ního oboru)
takové, ºe f(u) = f(v). Upravme si tuto situaci:

f(u) = f(v)

A[f ]B[u]B = A[f ]B[v]B

A[f ]B[u]B − A[f ]B[v]B = ~0

A[f ]B([u]B − [v]B) = ~0

kde A[f ]B zna£í matici lineárního zobrazení a [u]B, [v]B zna£í vektory sou°adnic
vektor· u, v v·£i bázi B, tedy [f(u)]A = A[f ]B[u]B. V na²í ukázce je báze A
kanonická báze. Tedy pokud je zobrazení prosté, pak jeho matice má ve svém
jád°e jediný vektor ~0.

Sestrojíme tedy matici (bude brát vektory sou°adnic v bázi B a vracet vektory
sou°adnic v kanonické bázi):

kan[f ]B =

1 3 1
2 2 1
3 1 1


Pomocí Gaussovy eliminace najdeme její jádro:1 3 1

2 2 1
3 1 1

 ∼
1 3 1
0 −4 −1
0 −8 −2

 ∼
1 3 1
0 4 1
0 0 0


Vidíme, ºe jádro má dimenzi jedna a v²echna °e²ení této homogenní soustavy
mají tvar:

{
(−1

4
t,−1

4
t, t)T | t ∈ R

}
. Tedy m·ºeme volit vektor [u]B = (1, 1,−4)T ,

tedy u = (31, 8, 8)T , který se zobrazí na nulu (stejn¥ jako nulový vektor)

f(0, 0, 0) = (0, 0, 0)T = f(31, 8, 8).

V²imn¥te si, ºe sou°adnice vektoru z jádra matice byly v·£i bázi B, my cht¥li
sou°adnice vektoru u v kanonické bázi, museli jsme tedy je²t¥ °e²it p°evod mezi
sou°adnicemi.

Dimenze jádra: Vzhledem k tomu, ºe jádro lineárního zobrazení má dimenzi
jedna, tak jeho bázi m·ºe tvo°it nap°íklad vektor (31, 8, 8)T (vzpome¬te, jak
jsme na n¥j p°i²li, platí ºe [(31, 8, 8)T ]B = (1, 1,−4)).
Obraz a surjektivita (jestli je �na�): Kaºdý vektor z obrazu je lineární
kombinací sloupcových vektor·. Speciáln¥ existuje vektor a ∈ R3 takový, ºe
f(a) = (1, 2, 3)T (psáno v kanonické bázi), to byl ná² zadaný vektor (2, 1, 1)T ,
který m¥l v bázi B sou°adnice [(2, 1, 1)T ]B = (1, 0, 0)T .

Z minulé Gaussovy eliminace vidíme, ºe dimenze obrazu (coº je dimenze sloup-
cového prostoru, coº dle v¥ty z p°edná²ky je rovné dimenzi °ádkového prostoru)
je rovná dv¥ma a její báze jsou nap°íklad první dva vektory: (1, 2, 3)T , (3, 2, 1)T

(obraz je pak lineární obal t¥chto dvou vektor·). Dimenze obrazu je tedy dva a
zobrazení f není na (surjektivní).

Vektor mimo obraz: Dopln¥ním t¥chto dvou vektor· na bázi R3 získáme vek-
tor, který nemá p°edobraz ve zobrazení f . Nap°íklad to m·ºe být vektor (0, 0, 1)T
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(pokud bychom nedopl¬ovali z kanonické báze, ale z jiné, mohl nám vyjít jiný
vektor).

Cv. 3. Nech´ f : U → V , g : V → W jsou isomor�smy vektorových prostor·. Dokaºte, ºe
g ◦ f : U → W je také isomor�smus vektorových prostor· (tedy ºe isomor�smus
je ekvivalence). Speciáln¥ ukaºte, ºe:

(a) Jsou-li f, g prostá, pak g ◦ f je prosté.

(b) Jsou-li f, g na, pak g ◦ f je na.

�e²ení:

(a) Jsou-li f, g prostá, pak g ◦ f je prosté: Víme, ºe:

∀u1, u2 ∈ U : u1 6= u2 ⇒ f(u1) 6= f(u2)

∀v1, v2 ∈ V : v1 6= v2 ⇒ g(v1) 6= g(v2)

Chceme:

∀u1, u2 ∈ U : u1 6= u2 ⇒ g(f(u1)) 6= g(f(u2))

Vezmeme-li libovolná r·zná u1, u2 ∈ U : u1 6= u2, pak f(u1) 6= f(u2) jsou
r·zná (f je prostá). Z toho, ºe g je prostá a f(u1), f(u2) ∈ U : f(u1) 6= f(u2)
máme g(f(u1)) 6= g(f(u2)).

(b) Jsou-li f, g na, pak g ◦ f je na: Jen nápov¥da: pro libovolné w ∈ W nap°ed
najdeme jeho p°edobraz v g, pak p°edobraz p°edobrazu v f .

Cv. 4. Rozhodn¥te, jestli jsou následující dvojice vektorových prostor· isomorfní:

(a) R2×2 a R4

(b) R4 a P3 (prostor reálných polynom· stupn¥ nejvý² t°i)

(c) Rm×n a Rn×m

(d) Rn nad R a Cn nad R
(e) R2 a {v ∈ R4 | x1 + x2 = x3 + x4 = 0}
(f) Prostor v²ech reálných polynom· a prostor v²ech reálných posloupností.

(g) R4 a lineární zobrazení f : R4 → R.

�e²ení:

(a) R2×2 a R4

Ano, ov¥°te zobrazení (
a b
c d

)
7→


a
b
c
d
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(b) R4 a P3 (prostor reálných polynom· stupn¥ nejvý² t°i)

Ano, reálný polynom stupn¥ nejvý² t°i m·ºeme reprezentovat jeho koe�ci-
enty (£ty°i reálná £ísla taková, ºe p(x) = p0 + p1x + p2x

2 + p3x
3). Kaºdá

£tve°ice £ísel nám dá jeden polynom a kaºdý polynom nám dá jednu £tve°ici
£ísel.

(c) Rm×n a Rn×m

Ano, isomor�smem bude transpozice (to je asi ten nejp°irozen¥j²í isomor-
�smus mezi t¥mito prostory).

(d) R2 a {v ∈ R4 | x1 + x2 = x3 + x4 = 0}
Ano, m·ºeme volit nap°íklad zobrazení

(
a
b

)
7→


a
−a
b
−b


(e) Prostor v²ech reálných polynom· a prostor v²ech reálných posloupností.

Ne, intuitivn¥ protoºe nemáme polynomy nekone£ného stupn¥, ale máme
nap°íklad posloupnost an = 1 pro kaºdé n ∈ N.

(f) R4 a lineární zobrazení f : R4 → R.
Ano, vektoru u ∈ R4 p°i°adíme lineární zobrazení f(v) = uTv. Naopak
kaºdé lineární zobrazení f : R4 → R se dá zapsat maticí s jedním °ádkem a
£ty°mi sloupci (v¥ta z p°edná²ky).

Cv. 5. Pro lineární zobrazení f : R2×2 → R2×2 dané p°edpisem A 7→ A−AT rozhodn¥te
které vektory pat°í do jádra a které do obrazu:

(a) I2

(b) (
0 0
0 0

)
(c) (

1 1
1 1

)
(d) (

0 1
−1 0

)

�e²ení:

(a) I2

Pat°í do jádra, nebo´ I2 − IT2 = 0 (nulová matice). Nepat°í do obrazu,
nebo´ kaºdá matice v obrazu má nulovou diagonálu (na diagonále se prvky
ode£tou).
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(b) (
0 0
0 0

)
Pat°í do jádra i do obrazu (je obrazem sama sebe).

(c) (
1 1
1 1

)
Pat°í do jádra, ale nepat°í do obrazu.

(d) (
0 1
−1 0

)
Nepat°í do jádra, ale je obrazem (mimo jiných, protoºe diagonálu m·ºeme
volit libovoln¥) matice: (

0 1/2
−1/2 0

)
Cv. 6. Uvaºujme lineární zobrazení f : Rn → Rn. Ozna£me lineární zobrazení f 1 = f ,

f 2 = f ◦ f , fn = f ◦ fn−1. Ukaºte, ºe Ker(fn) ⊆ Ker(fn+1).

�e²ení:

Nap°ed si zobrazení f vyjád°íme maticí, tedy existuje A ∈ Rn×n taková, ºe A =

Kan[f ]Kan (pouºíváme A, protoºe toto zna£ení je krat²í). Tedy ∀v ∈ Rn : f(v) =
Av. Navíc ale máme ∀v ∈ Rn : fn(v) = Anv.

Pokud v ∈ Ker(fn), pak fn(v) = ~0, tedy Anv = ~0. Pak ale jist¥

An+1v = A(Anv) = A~0 = ~0.

Tedy v ∈ Ker(fn)⇒ v ∈ Ker(fn+1), tudíº Ker(fn) ⊆ Ker(fn+1).

Cv. 7. Rozhodn¥te, zda lineární zobrazení je prosté a zda je �na�:

(a) f : R2×2 → R3 dané p°edpisem f

(
a b
c d

)
= (a+ b+ c, a+ b, a)T

(b) f : R2×2 → R4 dané p°edpisem f

(
a b
c d

)
= (a+b+c+d, a+b+c, a+b, a)T

(c) f : P2 → R4 dané p°edpisem f(ax2+bx+c) = (a+b, 2b−c, a−b+c, a+b)T

(d) f : P2 → R3 dané p°edpisem f(ax2 + bx+ c) = (a+ b, 2b− c, a− b+ c)T

(e) f : P2 → R3 dané p°edpisem f(ax2 + bx+ c) = (a+ b, 2b− c, a− b+ 2c)T

�e²ení:

(a) f : R2×2 → R3 dané p°edpisem f

(
a b
c d

)
= (a+ b+ c, a+ b, a)T

Je na, ale není prosté.
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(b) f : R2×2 → R4 dané p°edpisem f

(
a b
c d

)
= (a+b+c+d, a+b+c, a+b, a)T

Je na a je prosté.

(c) f : P2 → R4 dané p°edpisem f(ax2+bx+c) = (a+b, 2b−c, a−b+c, a+b)T

Není na (první a poslední sou°adnice výsledku jsou vºdy stejné), ani prosté
(f(x2 − x− 2) = (0, 0, 0, 0)T ).

Cv. 8. Ukaºte, ºe pro (kaºdé dv¥) matice A ∈ Rn×p, B ∈ Rp×n platí

dim(Ker(A) ∩ S(B)) = rank(B)− rank(AB).

�e²ení:

Nech´ dimenze prostoru Ker(A)∩S(A) a v1, v2, . . . , vk je jeho báze, dopl¬me ji na
bázi celého S(A) pomocí vektor· w1, w2, . . . , w`. Pak rank(B) = dim(S(B)) =
k + `. Chceme ukázat, ºe rank(AB) = dim(S(AB)) = `. Uv¥domme si, ºe obraz
AB m·ºeme zkoumat zkoumáním toho, kam A zobrazí bázi v1, . . . , vk, w1, . . . , w`.
Bázi v1, . . . , vk zobrazí na nulový vektor. Pokud by vektory Aw1, Aw2, . . . , Aw`

byly lineárn¥ závislé:

α1Aw1 + α2Aw2 + · · ·+ α`Aw` = ~0 (alfy netriviální)

A(α1w1 + α2w2 + · · ·+ α`w`) = ~0

Ale druhý °ádek je spor, nebo´ z volby vektor· w1, . . . , w` víme, ºe ºádná netri-
viální kombinace vektor· wj není v jád°e matice A.
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