Piiklady na procviceni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):

(11) Linearni zobrazeni, matice vzhledem ke kanonické bazi

Priklady na kapitolu linedrniho zobrazeni lze rozdélit do nékolika skupin: a) technickd
cviceni na definici - co jsou a co nejsou linedrni zobrazeni; b) ruzna vyjddieni linedrnich
zobrazeni a prevody mezi ruznymi vyjadienimi; c¢) vlastnosti linedrnich zobrazeni; d) slozené
linedrni zobrazeni; e) izomorfismus a f) jejich kombinace a komplexnéjsi priklady

Technicka cviceni na definici - co jsou a co nejsou linearni zobrazeni

Cv. 1. Rozhodnéte a dokazte, zda-li zobrazeni f : R — R je/neni linedrni zobrazeni.

Cv.

. A co kdybychom chtéli zobrazit zpét, najit f : V. — U? Mame vektor [z]p

(a) fi(z)=0

(b) foz) =1

(c) fs(z) =2z
(d) falz) =z+1
(e) fs(zx) =2

Rizna vyjadreni linearnich zobrazeni a prevody mezi riznymi vyjadirenimi
Nasledujici priklady na sebe navazuji a rozviji se. Budeme vytvaret ruzné reprezen-
tace linedarnich zobrazeni, kde v nésledujicim piikladu mirné upravime predchozi
situaci a budeme zkoumat co se stane a co dostaneme. Piiklady budeme pocitat
nad télesem redlnych ¢isel.

. Méjme vektorovy prostor U = R? a zobrazeni f : U — U a mé&jme bazi By =

{z1=(-1,0,3)T, 2o = (2,-2,2)T, 23 = (0,1, —3)T}. Vypoctéte matici F linearniho
zobrazeni f : U — U, o kterém vime, Ze zobrazi bazické vektory f((—1,0,3)T) =
(—2,0,6)", £((2,-2,2)T) = (4, —4,4)T, £((0,1,-3)T) = (0,2, —6)T. Viimnéme si,
ze vektory jsou ,,2-krat zvétSeny*“. F = g, [f]By
Matici F', reprezentujici linedrni zobrazeni f, zobrazte vektor [z]g, = (1,2, —1)T tj.
dostaneme vektor [f([z]g, )]s, -

. Upravme zadani. Co kdyz chci 2-krat skalovat z vektorového prostoru U daného bazi

By = {z1 = (-1,0,3)", 25 = (2,-2,2)7 23 = (0,1,-3)T} do jiného vektorového
prostoru V' daného bazi By = {y; = (=1,1,0)7,yo = (0,1,—-1)7, y3 = (1,0, 1)T}?
Zobrazeni f : U — V. Jak bude vypadat matice takového zobrazeni? Jako zobrazeni
konstruujeme? By [f]By
Matici zobrazeni zobrazte vektor [z]p, tj. dostaneme vektor [f([z]g, )]s, -

. Zménme zadani: Co kdyz oproti predchoziho pripadu, zobrazeni nebude transfor-

movat, ale jen ménime bézi (vektorovy prostor)? By id] B,
Vypoctéte soufadnice vektoru [z]p, vudél bazi By tj. [z]p, -

\%
vyjadieny vuci bazi V' a chceme ho vyjadiit vuéi bazi U.
Jak vypada matice prechodu od béze By k bazi By? (vypocet z definice) g, [id]5,

Vypoctéte soufadnice vektoru [z]p, vuci bazi By tj. [z]p, .



Cv. 6.

Cv. 10.

Cv. 11.

Cv. 12.

Vypoctéte matici prechodu od baze By k bazi By pomoci vypoctu inverzni matice,
zname-li matici prechodu g, [id]g,, .

Skladani zobrazeni a matice slozeného zobrazeni

Jiz umime konstruovat matice linedrniho zobrazeni z definice. Zname-li vsak matice
vhodnych zobrazeni, 1ze jich vyuzit jako mezivysledku a spoc¢itat pozadovanou ma-
tici pomoci skladani linearnich zobrazeni.

Vime Tvrzeni 6.26 (Slozené linedrni zobrazen{). Budte f : U — V, g : V — W
linearni zobrazeni. Pak slozené zobrazeni g o f je zase linearni zobrazeni.

Coz je tvrzeni hovorici o sklddani linearnich zobrazeni. Nas vSak také zajimé, co se
déje ve ,sveté” matic linearnich zobrazeni. Umime skladat linearni zobrazeni repre-
zentované maticové? A pokud ano, je slozené zobrazeni stédle linearni? Na otazku
odpovidé Véta 6.27 (Matice slozeného linedrniho zobrazen{). Budte f : U — V a
g : V — W linearn{ zobrazeni, bud By béze U, By béze V a By baze W. Pak

Bw [9 © f]BU = Bw [g]BV * By [f]BU'

. Jak bychom spocitali pomoci skladani linearniho zobrazeni matici transformace a
zaroven prechodu od baze By k bazi By? By [f] By

. Upravme zadani. Chceme znat matici transformace p,[f]p, ale vuci bdzi By tj.
By [f ]BV'

. Vypoctéte matici linedrnich zobrazeni F, ktera po fadé zobrazi vektory {(—1, =3, 1),

(O7 37 _2)T7 (_17 _27 2)T} na Vektory {(_17 17 O)T7 (07 ]-7 _1)T7 (17 07 ]-T)}

Méjme matici M linearniho zobrazeni. Kolik linearnich zobrazeni popisuje matice
M?

Resend:

Jednd se o lehce zavadéjici otdzku. Odpoved zalezi na podmince, jestli mame de-
finované béze vuc¢i nimz zobrazeni definujeme. V piipadé, ze ano, pak matice M
reprezentuje jen jedno linearni zobrazeni a toto linedrni zobrazeni je reprezentovano
prave jednou matici, jednd se o dusledek véty 6.21 (Jednoznaénost matice linedrniho
zobrazeni). Pokud vs8ak neni uvedeno, vuci jaké bézi se zobrazeni vyjadiuje, pak ke
kazdé bazi existuje jedno linearni zobrazeni.

Piiklady o vlastnostech linearnich zobrazeni a komplexnéjsi priklady

Rozhodnéte, zdali je zobrazeni F' = g, [id]p, (z pFedchozich piikladi) izomorfismus?

Méjme linedrni zobrazeni f : R® — P? dané matici

kde By = {(—1,0,3)",(2,-2,2)7,(0,1,-3)T}, By = {(—2*+x), (x—1), (12? +1)}.
Urcete, zda-li je zobrazeni g, |[f]p,:

(a) prosté



(b)

()

(d)

e) dimenzi jadra zobrazeni dim(Ker(f))
)

)

)

na
¢) je izomorfismem

existuje k nému inverzni zobrazeni
(
(f) dimenzi obrazu zobrazeni dim(f(R?))
(g) bézi jadra zobrazeni Ker(f)

(h) bézi obrazu zobrazeni Im(f(U))



