
Př́ıklady na procvičeńı z Lineárńı algebry 1 (ZS 2020/2021):

(11) Lineárńı zobrazeńı, matice vzhledem ke kanonické bázi

Př́ıklady na kapitolu lineárńıho zobrazeńı lze rozdělit do několika skupin: a) technická
cvičeńı na definici - co jsou a co nejsou lineárńı zobrazeńı; b) r̊uzná vyjádřeńı lineárńıch
zobrazeńı a převody mezi r̊uznými vyjádřeńımi; c) vlastnosti lineárńıch zobrazeńı; d) složené
lineárńı zobrazeńı; e) izomorfismus a f) jejich kombinace a komplexněǰśı př́ıklady

Technická cvičeńı na definici - co jsou a co nejsou lineárńı zobrazeńı

Cv. 1. Rozhodněte a dokažte, zda-li zobrazeńı f : R→ R je/neńı lineárńı zobrazeńı.

(a) f1(x) = 0

(b) f2(x) = 1

(c) f3(x) = 2x

(d) f4(x) = x + 1

(e) f5(x) = x2

Různá vyjádřeńı lineárńıch zobrazeńı a převody mezi r̊uznými vyjádřeńımi
Následuj́ıćı př́ıklady na sebe navazuji a rozv́ıj́ı se. Budeme vytvářet r̊uzné reprezen-
tace lineárńıch zobrazeńı, kde v následuj́ıćım př́ıkladu mı́rně uprav́ıme předchoźı
situaci a budeme zkoumat co se stane a co dostaneme. Př́ıklady budeme poč́ıtat
nad tělesem reálných č́ısel.

Cv. 2. Mějme vektorový prostor U = R3 a zobrazeńı f : U → U a mějme bázi BU =
{x1 = (−1, 0, 3)T , x2 = (2,−2, 2)T , x3 = (0, 1,−3)T}. Vypočtěte matici F lineárńıho
zobrazeńı f : U → U , o kterém v́ıme, že zobraźı bazické vektory f((−1, 0, 3)T ) =
(−2, 0, 6)T , f((2,−2, 2)T ) = (4,−4, 4)T , f((0, 1,−3)T ) = (0, 2,−6)T . Všimněme si,
že vektory jsou

”
2-krát zvětšeny“. F = BU

[f ]BU

Matićı F , reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı f , zobrazte vektor [x]BU
= (1, 2,−1)T tj.

dostaneme vektor [f([x]BU
)]BU

.

Cv. 3. Upravme zadáńı. Co když chci 2-krát škálovat z vektorového prostoru U daného baźı
BU = {x1 = (−1, 0, 3)T , x2 = (2,−2, 2)T , x3 = (0, 1,−3)T} do jiného vektorového
prostoru V daného báźı BV = {y1 = (−1, 1, 0)T , y2 = (0, 1,−1)T , y3 = (1, 0, 1)T}?
Zobrazeńı f : U → V . Jak bude vypadat matice takového zobrazeńı? Jako zobrazeńı
konstruujeme? BV

[f ]BU

Matićı zobrazeńı zobrazte vektor [x]BU
tj. dostaneme vektor [f([x]BU

)]BV
.

Cv. 4. Změňme zadáńı: Co když oproti předchoźıho př́ıpadu, zobrazeńı nebude transfor-
movat, ale jen měńıme bázi (vektorový prostor)? BV

[id]BU

Vypočtěte souřadnice vektoru [x]BU
v̊uči bázi BV tj. [x]BV

.

Cv. 5. A co kdybychom chtěli zobrazit zpět, naj́ıt f : V → U? Máme vektor [x]BV

vyjádřený v̊uči bázi V a chceme ho vyjádřit v̊uči bázi U .
Jak vypadá matice přechodu od báze BV k bázi BU? (výpočet z definice) BU

[id]BV

Vypočtěte souřadnice vektoru [x]BV
v̊uči bázi BU tj. [x]BU

.
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Cv. 6. Vypočtěte matici přechodu od báze BV k bázi BU pomoćı výpočtu inverzńı matice,
známe-li matici přechodu BV

[id]BU
.

Skládáńı zobrazeńı a matice složeného zobrazeńı
Již umı́me konstruovat matice lineárńıho zobrazeńı z definice. Známe-li však matice
vhodných zobrazeńı, lze jich využ́ıt jako mezivýsledk̊u a spoč́ıtat požadovanou ma-
tici pomoćı skládáńı lineárńıch zobrazeńı.

Vı́me Tvrzeńı 6.26 (Složené lineárńı zobrazeńı). Bud’te f : U → V , g : V → W
lineárńı zobrazeńı. Pak složené zobrazeńı g ◦ f je zase lineárńı zobrazeńı.
Což je tvrzeńı hovoř́ıćı o skládáńı lineárńıch zobrazeńı. Nás však také zaj́ımá, co se
děje ve

”
světě“ matic lineárńıch zobrazeńı. Umı́me skládat lineárńı zobrazeńı repre-

zentované maticově? A pokud ano, je složené zobrazeńı stále lineárńı? Na otázku
odpov́ıdá Věta 6.27 (Matice složeného lineárńıho zobrazeńı). Bud’te f : U → V a
g : V → W lineárńı zobrazeńı, bud’ BU báze U , BV báze V a BW báze W . Pak

BW
[g ◦ f ]BU

= BW
[g]BV

∗ BV
[f ]BU

.

Cv. 7. Jak bychom spoč́ıtali pomoćı skládáńı lineárńıho zobrazeńı matici transformace a
zároveň přechodu od báze BU k bázi BV ? BV

[f ]BU

Cv. 8. Upravme zadáńı. Chceme znát matici transformace BU
[f ]BU

ale v̊uči bázi BV tj.

BV
[f ]BV

.

Cv. 9. Vypočtěte matici lineárńıch zobrazeńı F , která po řadě zobraźı vektory {(−1,−3, 1)T ,
(0, 3,−2)T , (−1,−2, 2)T} na vektory {(−1, 1, 0)T , (0, 1,−1)T , (1, 0, 1T )}.

Cv. 10. Mějme matici M lineárńıho zobrazeńı. Kolik lineárńıch zobrazeńı popisuje matice
M?

Řešeńı:
Jedná se o lehce zaváděj́ıćı otázku. Odpověd’ zálež́ı na podmı́nce, jestli máme de-
finované báze v̊uči nimž zobrazeńı definujeme. V př́ıpadě, že ano, pak matice M
reprezentuje jen jedno lineárńı zobrazeńı a toto lineárńı zobrazeńı je reprezentováno
právě jednou matićı, jedná se o d̊usledek věty 6.21 (Jednoznačnost matice lineárńıho
zobrazeńı). Pokud však neńı uvedeno, v̊uči jaké bázi se zobrazeńı vyjadřuje, pak ke
každé bázi existuje jedno lineárńı zobrazeńı.

Př́ıklady o vlastnostech lineárńıch zobrazeńı a komplexněǰśı př́ıklady

Cv. 11. Rozhodněte, zdali je zobrazeńı F = BU
[id]BV

(z předchoźıch př́ıklad̊u) izomorfismus?

Cv. 12. Mějme lineárńı zobrazeńı f : R3 → P 2 dané matićı

F = BV
[f ]BU

=

 1 −1 0
−2 0 2
−3 1 −2


kde BU = {(−1, 0, 3)T , (2,−2, 2)T , (0, 1,−3)T}, BV = {(−x2+x), (x−1), (1x2+1)}.
Určete, zda-li je zobrazeńı BU

[f ]BV
:

(a) prosté
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(b) na

(c) je izomorfismem

(d) existuje k němu inverzńı zobrazeńı

(e) dimenzi jádra zobrazeńı dim(Ker(f))

(f) dimenzi obrazu zobrazeńı dim(f(R3))

(g) bázi jádra zobrazeńı Ker(f)

(h) bázi obrazu zobrazeńı Im(f(U))
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