
Př́ıklady na procvičeńı z Lineárńı algebry 1 (ZS 2020/2021):

(11) Lineárńı zobrazeńı, matice vzhledem ke kanonické bázi

Př́ıklady na kapitolu lineárńıho zobrazeńı lze rozdělit do několika skupin: a) technická
cvičeńı na definici - co jsou a co nejsou lineárńı zobrazeńı; b) r̊uzná vyjádřeńı lineárńıch
zobrazeńı a převody mezi r̊uznými vyjádřeńımi; c) vlastnosti lineárńıch zobrazeńı; d) složené
lineárńı zobrazeńı; e) izomorfismus a f) jejich kombinace a komplexněǰśı př́ıklady

Technická cvičeńı na definici - co jsou a co nejsou lineárńı zobrazeńı

Cv. 1. Rozhodněte a dokažte, zda-li zobrazeńı f : R→ R je/neńı lineárńı zobrazeńı.

(a) f1(x) = 0

(b) f2(x) = 1

(c) f3(x) = 2x

(d) f4(x) = x+ 1

(e) f5(x) = x2

Řešeńı:

Dle Definice 6.1 (Lineárńı zobrazeńı) Bud’te U , V vektorové prostory nad tělesem
T . Zobrazeńı f : U → V je lineárńı, pokud pro každé x, y ∈ U a α ∈ T plat́ı:

� f(x+ y) = f(x) + f(y)

� f(αx) = αf(x).

Poznámka: Budeme-li na vektorové prostory nahĺıžet jako na algebry, pak je lineárńı
zobrazeńı homomorfismem algeber, což nám z algebraického hlediska přináš́ı silný
pohled a interpretaci lineárńıho zobrazeńı, jako zobrazeńı zachovávaj́ıćıho strukturu.

(a) Ověř́ıme platnost podmı́nek lineárńıho zobrazeńı z definice:

i. f1(x+ y) = f1(z) = 0 = 0 + 0 = f1(x) + f1(y) podmı́nka plat́ı

ii. f1(αx) = f1(w) = 0 = α0 = αf1(x) podmı́nka plat́ı.

Obě podmı́nky jsou splněny, zobrazeńı f1 je lineárńı.

(b) Analogicky ověř́ıme podmı́nky u zobrazeńı f2:

i. f2(x+ y) = f2(z) = 1 6= 2 = 1 + 1 = f2(x) + f2(y) podmı́nka neplat́ı

ii. dále bychom již nemuseli poč́ıtat, ale pro zaj́ımavost prozkoumáme, zda-
li zobrazeńı homomorfńı k druhé operaci

”
násobeńı skalárem z tělesa“

f2(αx) = f2(w) = 1 6= α = α1 = αf2(x), pro obecné α ∈ R podmı́nka
neplat́ı.

Obě podmı́nky nejsou splněny, zobrazeńı neńı lineárńı.

(c) Postup u zobrazeńı f3 je také analogický:

i. f3(x+ y) = f3(z) = 2z = 2(x+ y) = 2(x) + 2(y) = f3(x) + f3(y) podmı́nka
plat́ı
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ii. f3(αx) = f3(w) = 2 ∗ w = 2αx = α2x = αf3(x) podmı́nka plat́ı.

Obě podmı́nky jsou splněny, zobrazeńı je lineárńı.

Různá vyjádřeńı lineárńıch zobrazeńı a převody mezi r̊uznými vyjádřeńımi
Následuj́ıćı př́ıklady na sebe navazuji a rozv́ıj́ı se. Budeme vytvářet r̊uzné reprezen-
tace lineárńıch zobrazeńı, kde v následuj́ıćım př́ıkladu mı́rně uprav́ıme předchoźı
situaci a budeme zkoumat co se stane a co dostaneme. Př́ıklady budeme poč́ıtat
nad tělesem reálných č́ısel.

Cv. 2. Mějme vektorový prostor U = R3 a zobrazeńı f : U → U a mějme bázi BU =
{x1 = (−1, 0, 3)T , x2 = (2,−2, 2)T , x3 = (0, 1,−3)T}. Vypočtěte matici F lineárńıho
zobrazeńı f : U → U , o kterém v́ıme, že zobraźı bazické vektory f((−1, 0, 3)T ) =
(−2, 0, 6)T , f((2,−2, 2)T ) = (4,−4, 4)T , f((0, 1,−3)T ) = (0, 2,−6)T . Všimněme si,
že vektory jsou

”
2-krát zvětšeny“. F = BU

[f ]BU

Matićı F , reprezentuj́ıćı lineárńı zobrazeńı f , zobrazte vektor [x]BU
= (1, 2,−1)T tj.

dostaneme vektor [f([x]BU
)]BU

.

Řešeńı:
Využijeme Definice 6.17 (Matice lineárńıho zobrazeńı), Věty 6.19 (Maticová repre-
zentace lineárńıho zobrazeńı) ze skript a také tvrzeńı, že každé lineárńı zobrazeńı je
definováno obrazem báze.
Nejprve si připomeneme konstrukci matice lineárńıho zobrazeńı obecně, následně
ji uchoṕıme intuitivně a nakonec do obecné konstrukce dosad́ıme konkrétńı zadáńı
úlohy.

Mějme vektorové prostory U a V na tělesem T a lineárńı zobrazeńı f : U → V . Vek-
torový prostor U je popsán báźı BU = {x1, ..., xn} a vektorový prostor V je popsán
báźı BV = {y1, ..., xm} . Matice lineárńıho zobrazeńı f : U → V , dle Definice 6.17,
je definována BV

[f ]BU
= [f(xj)]BV

.
Intuitivně: matici lineárńıho zobrazeńı konstruujeme tak, že j-tý sloupec matice je
tvořen souřadnicemi zobrazeného vektoru xj v̊uči bázi BV , resp. sloupcový vektor
xj zobraźıme a dostáváme vektor f(xj) a tento obraz vyjádř́ıme v̊uči bázi BV tj.
dostáváme sloupcový vektor zmı́něné [f(xj)]BV

. Matici konstruujme postupně přes
všechny bazické vektory.

Otázka pro lehké rozmyšleńı a ověřeńı si, že konstrukci matice lineárńıho zobrazeńı
rozumı́me: máme-li n vektor̊u báze BU a m vektor̊u báze BV kolik bude mı́t výsledná
matice F sloupc̊u a kolik řádk̊u? Proč lze každé lineárńı zobrazeńı zapsat maticově?

Zpět k řešeńı př́ıkladu. Konstruujeme matici lineárńıho zobrazeńı BU
[f ]BU

z defi-
nice. V konkrétńım zadáńı př́ıkladu zobrazeńı f : U → U tedy poč́ıtáme s jednou
báźı a jedńım vektorovým prostorem. Ukážeme si výpočet prvńıho sloupce matice
F . Mějme prvńı bazický vektor tj. x1 = (−1, 0, 3)T , který se zobraźı zobrazeńım
f((−1, 0, 3)T ) = (−2, 0, 6)T . Následně vektor f(x1) vyjádř́ıme v̊uči bázi BU . Řeš́ıme
soustavu lineárńıch rovnic Ax = b:
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 x1 x2 x3 f(x1)

 ∼
−1 2 0 −2

0 −2 1 0
3 2 −3 6

 ∼
1 0 0 2

0 1 0 0
0 0 1 0


,

přičemž vektory byly napsány jako sloupce matice, vektory báze BU jako levá část
matice a vektor f(x1) jako vektor pravá strana matice.
Povšimněme si, že podle sloupcové interpretace řešeńı soustavy lineárńıch rovnic
plat́ı, že má-li soustava řešeńı, pravá strana matice b je rovna lineárńı kombinaci
sloupc̊u matice, přičemž jednotlivé proměnné x jsou koeficienty této lineárńı kom-
binace a geometricky určuj́ı

”
mı́ru naškálováńı“ př́ıslušných sloupc̊u matice. Tedy

d́ıváme-li se na sloupce matice soustavy jako na bázi, tak výsledný vektor řešeńı x
udává souřadnice vektoru pravé strany b v̊uči bázi dané sloupci matice tj. [b]S(A) = x.
(V př́ıpadě, že sloupce matice netvoř́ı bázi, jsou ale generátory S(A) a stále plat́ı
b ∈ S(A), pak se nejedná o souřadnice ale o koeficienty lineárńı závislosti.)
Výpočet vyjádřeńı vektor̊u v̊uči bázi lze provést paralelně: BU1 BU2 BU3 f(x1) f(x2) f(x3)

 ∼
 x1 x2 x3 f(x1) f(x2) f(x3)

 ∼

∼

 −1 2 0 −2 4 0
0 −2 1 0 −4 2
3 2 −3 6 4 −6

 ∼
 1 0 0 2 0 0

0 1 0 0 2 0
0 0 1 0 0 2


.

Sloupcové vektory pravé strany matice tj. řešeńı soustavy, tvoř́ı sloupce hledané

matice lineárńıho zobrazeńı F : F = BU
[f ]BU

=

2 0 0
0 2 0
0 0 2

.

Intuitivně: Vypoč́ıtali jsme matici zobrazeńı, která zobrazuje vektor x vyjádřený
v̊uči báźı BU , provede s ńım transformaci (2-krát zvětš́ı) a ponechá ho vyjádřený
v̊uči bázi BU . Jedná se o matici škálováńı, které libovolný vektor naškáluje 2-krát.

Otázka: Matice škálováńı vypadá
”
povědomě“ či

”
očekávatelně“. Jakou roli v tomto

zobrazeńı hraje báze? Jak se změńı matice zobrazeńı, změńıme-li bázi resp. budeme-
li mı́t matici zobrazeńı v̊uči jiné bázi BV

[f ]BV
? Změńı se v̊ubec? Na tomto mı́stě si

můžete udělat alespoň odhad.

Dle Důsledku 6.20. provedeme zobrazeńı vektoru [x]BU
= (1, 2,−1)T zobrazeńım f :

f(x) = Fx = [f([x]BU
)]BU

= (2, 4,−2)T .

Cv. 3. Upravme zadáńı. Co když chci 2-krát škálovat z vektorového prostoru U daného baźı
BU = {x1 = (−1, 0, 3)T , x2 = (2,−2, 2)T , x3 = (0, 1,−3)T} do jiného vektorového
prostoru V daného báźı BV = {y1 = (−1, 1, 0)T , y2 = (0, 1,−1)T , y3 = (1, 0, 1)T}?
Zobrazeńı f : U → V . Jak bude vypadat matice takového zobrazeńı? Jako zobrazeńı
konstruujeme? BV

[f ]BU

Matićı zobrazeńı zobrazte vektor [x]BU
tj. dostaneme vektor [f([x]BU

)]BV
.
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Řešeńı:
Konstruujeme matici lineárńıho zobrazeńı BV

[f ]BU
z definice.

Princip výpočtu z̊ustává stejný. Změna oproti předchoźımu př́ıkladu proběhne v
kroku vyjádřeńı obraz̊u vektor̊u, kde mı́sto báze BU vyjadřujeme vektoru v̊uči bázi
BV , do které zobrazeńı zobrazuje.

 BV1 BV2 BV3 f(x1) f(x2) f(x3)

 ∼
 y1 y2 y3 f(x1) f(x2) f(x3)

 ∼

∼

 −1 0 1 −2 4 0
1 1 0 0 −4 2
0 −1 1 6 4 −6

 ∼
 1 0 0 −2 −2 −2

0 1 0 −4 −2 4
0 0 1 2 2 −2


.

Výsledná matice BV
[f ]BU

=

−2 −2 −2
−4 −2 4
2 2 −2

.

Zobrazme zadaný vektor [x]BU
= (1, 2,−1)T lineárńım zobrazeńım reprezentovaný

matićı BV
[f ]BU

.
Řešeńı: [f([x]BU

)]BV
= BV

[f ]BU
[x]BU

= Fx = (2,−12, 8)T .

Cv. 4. Změňme zadáńı: Co když oproti předchoźıho př́ıpadu, zobrazeńı nebude transfor-
movat, ale jen měńıme bázi (vektorový prostor)? BV

[id]BU

Vypočtěte souřadnice vektoru [x]BU
v̊uči bázi BV tj. [x]BV

.

Řešeńı:
Poč́ıtáme matici přechodu BV

[id]BU
od báze BU vektorového prostoru U k bázi BV

vektorového prostoru V .
Mnemotechnická pomůcka výpočtu: (BV |BU) ∼ rref ∼ (In|BV

[id]BU
))

Postup obdobný předchoźımu př́ıkladu. Rozd́ıl je v kroku, kdy nebudeme provádět
transformaci, resp. transformace je realizována identickým zobrazeńım. Do výpočtu
matice lineárńıho zobrazeńı dle definice dosad́ıme takto: BV1 BV2 BV3 BU1 BU2 BU3

 ∼
 y1 y2 y3 x1 x2 x3

 ∼

∼

 −1 0 1 −1 2 0
1 1 0 0 −2 1
0 −1 1 3 2 −3

 ∼
 1 0 0 2 −1 −1

0 1 0 −2 −1 2
0 0 1 1 1 −1


.

Výsledná matice BV
[id]BU

=

 2 −1 −1
−2 −1 2
1 1 −1

.
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Zobrazme zadaný konkrétńı vektor [x]BU
= (1, 2,−1)T lineárńım zobrazeńım repre-

zentovaný matićı BV
[id]BU

.

Řešeńı: BV
[id]BU

[x]BU
= [id([x]BU

)]BV
= (1,−6, 4)T .

Pro kontrolu lze vypoč́ıtat souřadnice vektoru vyjádřeńım v̊uči bázi soustavou přes
lineárńı kombinaci.

Cv. 5. A co kdybychom chtěli zobrazit zpět, naj́ıt f : V → U? Máme vektor [x]BV

vyjádřený v̊uči bázi V a chceme ho vyjádřit v̊uči bázi U .
Jak vypadá matice přechodu od báze BV k bázi BU? (výpočet z definice) BU

[id]BV

Vypočtěte souřadnice vektoru [x]BV
v̊uči bázi BU tj. [x]BU

.

Řešeńı:
V předchoźım postupu zaměńıme levou a pravou stranu matice pro výpočet vyjádřeńı
do báze. x1 x2 x3 y1 y2 y3

 ∼
 −1 2 0 −1 0 1

0 −2 1 1 1 0
3 2 −3 0 −1 1

 ∼
 1 0 0 1 2 3

0 1 0 0 1 2
0 0 1 1 3 4


.

Výsledná matice F = BU
[id]BV

=

1 2 3
0 1 2
1 3 4

.

Řešeńı: BU
[id]BV

[x]BV
= (1, 2,−1)T .

Pro kontrolu lze vypoč́ıtat souřadnice vektoru vyjádřeńım v̊uči bázi.

Cv. 6. Vypočtěte matici přechodu od báze BV k bázi BU pomoćı výpočtu inverzńı matice,
známe-li matici přechodu BV

[id]BU
.

Řešeńı:
Vyžijeme teorie: Důsledek 6.28: Bud’ U a V vektorové prostory a f : U → V izomor-
fismus pak BU

[f−1]BV
= (BV

[f ]BU
)−1. Předpokládejme nyńı, že v́ıme, že zobrazeńı

BV
[id]BU

je izomorfismus.

BU
[id−1]BV

= (BV
[id]BU

)−1 =

 2 −1 −1
−2 −1 2
1 1 −1

−1

=

1 2 3
0 1 2
1 3 4


Č́ımž jsme spoč́ıtali matici přechodu dvěma zp̊usoby: a) výpočtem z definice matice
lineárńıho zobrazeńı, b) výpočet inverzńıho zobrazeńı v př́ıpadě izomorfńıho zobra-
zeńı.

Skládáńı zobrazeńı a matice složeného zobrazeńı
Již umı́me konstruovat matice lineárńıho zobrazeńı z definice. Známe-li však matice
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vhodných zobrazeńı, lze jich využ́ıt jako mezivýsledk̊u a spoč́ıtat požadovanou ma-
tici pomoćı skládáńı lineárńıch zobrazeńı.

Vı́me Tvrzeńı 6.26 (Složené lineárńı zobrazeńı). Bud’te f : U → V , g : V → W
lineárńı zobrazeńı. Pak složené zobrazeńı g ◦ f je zase lineárńı zobrazeńı.
Což je tvrzeńı hovoř́ıćı o skládáńı lineárńıch zobrazeńı. Nás však také zaj́ımá, co se
děje ve

”
světě“ matic lineárńıch zobrazeńı. Umı́me skládat lineárńı zobrazeńı repre-

zentované maticově? A pokud ano, je složené zobrazeńı stále lineárńı? Na otázku
odpov́ıdá Věta 6.27 (Matice složeného lineárńıho zobrazeńı). Bud’te f : U → V a
g : V → W lineárńı zobrazeńı, bud’ BU báze U , BV báze V a BW báze W . Pak

BW
[g ◦ f ]BU

= BW
[g]BV

∗ BV
[f ]BU

.

Cv. 7. Jak bychom spoč́ıtali pomoćı skládáńı lineárńıho zobrazeńı matici transformace a
zároveň přechodu od báze BU k bázi BV ? BV

[f ]BU

Řešeńı:
Využijeme vypoč́ıtané matice BU

[f ]BU
, která transformuje zobrazovaný vektor [x]BU

na vektor f([x]BU
)BU

a následně transformovaný vektor vyjádř́ıme v̊uči bázi V zob-
razeńım matićı přechodu od báze U do báze V tj. matićı BU

[id]BV
, č́ımž źıskáme

vektor f([x]BU
)BV

. Tedy matice zobrazeńı BV
[f ]BU

se vypoč́ıtá: BV
[f ]BU

= BV
[id]BU

∗
BU

[f ]BU
. Analogicky, znali-li bychom jiné mezivýsledky, mohli bychom spoč́ıtat ma-

tici zobrazeńı např́ıklad následovně BV
[f ]BU

= BV
[f ]BV

∗ BV
[id]BU

.

Cv. 8. Upravme zadáńı. Chceme znát matici transformace BU
[f ]BU

ale v̊uči bázi BV tj.

BV
[f ]BV

.

Řešeńı:
Zp̊usob̊u řešeńı již známe v́ıce:

(a) Matici můžeme sestavit př́ımo z definice analogicky postupu sestaveńı matice

BU
[f ]BU

(b) Můžeme využ́ıt již spoč́ıtaných výsledk̊u a skládáńı lineárńıch zobrazeńı: BV
[f ]BV

=

BV
[id]BU

∗ BU
[f ]BU

∗ BU
[id]BV

.
Intuitivně: zobrazovaný vektor v̊uči bázi V se zobraźı matićı přechodu BU

[id]BV

v̊uči bázi U , následně se transformuje matićı BU
[f ]BU

a vyjádř́ı se zpět matićı
přechodu BV

[id]BU
v̊uči bázi V .

Cv. 9. Vypočtěte matici lineárńıch zobrazeńı F , která po řadě zobraźı vektory {(−1,−3, 1)T ,
(0, 3,−2)T , (−1,−2, 2)T} na vektory {(−1, 1, 0)T , (0, 1,−1)T , (1, 0, 1T )}.

Řešeńı:
Matici lineárńıch zobrazeńı lze vypoč́ıtat i ze znalosti vektor̊u a jejich obraz̊u. Mějme
množinu vektor̊u X a jejich obraz̊u Y . Vektory X je na vektory Y zobraźı matićı
lineárńıho zobrazeńı F pronásobeńım FX = Y . Je-li matice X regulárńı, pak exis-
tuje jej́ı inverzńı matice X−1. Uprav́ıme rovnici pronásobeńım matićı X−1 zprava,
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dostaváme FXX−1 = Y X−1, což se rovná F = Y X−1.

Matice X je matićı vzorových vektor̊u zapsaných po sloupćıch a matice Y je po
sloupćıch zapsanou matićı obraz̊u vektor̊u:

X =

 1 0 −1
−3 3 −2
1 −2 2



Y =

−1 0 1
1 1 0
0 −1 1


.

Inverzńı matice X−1 k matici X se rovná:

X−1 =

−2 −2 −3
−4 −3 −5
−3 −2 −3


Výsledná matice zobrazeńı F se rovná:

F =

−1 0 0
−6 −5 −8
1 1 2


.

Cv. 10. Mějme matici M lineárńıho zobrazeńı. Kolik lineárńıch zobrazeńı popisuje matice
M?

Řešeńı:
Jedná se o lehce zaváděj́ıćı otázku. Odpověd’ zálež́ı na podmı́nce, jestli máme de-
finované báze v̊uči nimž zobrazeńı definujeme. V př́ıpadě, že ano, pak matice M
reprezentuje jen jedno lineárńı zobrazeńı a toto lineárńı zobrazeńı je reprezentováno
právě jednou matićı, jedná se o d̊usledek věty 6.21 (Jednoznačnost matice lineárńıho
zobrazeńı). Pokud však neńı uvedeno, v̊uči jaké bázi se zobrazeńı vyjadřuje, pak ke
každé bázi existuje jedno lineárńı zobrazeńı.

Př́ıklady o vlastnostech lineárńıch zobrazeńı a komplexněǰśı př́ıklady

Cv. 11. Rozhodněte, zdali je zobrazeńı F = BU
[id]BV

(z předchoźıch př́ıklad̊u) izomorfismus?

Řešeńı:
Možnost́ı, jak otestovat, zdali je zadané zobrazeńı isomorfismem máme v́ıce:

(a) Dle tvrzeńı 6.36 je Lineárńı zobrazeńı f : U → V isomorfismem právě tehdy,
když nějaká (libovolná) matice reprezentuj́ıćı f je regulárńı. Matice F je re-
gulárńı, tedy je zobrazeńı izomorfismem.
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(b) Zobrazeńı je izomorfismem, pokud je současně prosté a na. Ověřováńı izomor-
fismu se převád́ı na př́ıpad testováńı prostoty a

”
na“.

Lineárńı zobrazeńı f je prosté, právě tehdy když Ker(f) = o či obraz libovolné
lineárně nezávislé množiny je lineárně nezávislá množina, dle Věty 6.12 (Prosté
lineárńı zobrazeńı). Nebo dle Tvrzeńı 6.44. je lineárńı zobrazeńı f : U → V
prosté právě tehdy, když BV

[f ]BU
má lineárně nezávislé sloupce, kde BU je báze

vektorové prostoru U a BV je báze vektorové prostoru V . Dále ze stejného tvr-
zeńı plat́ı, že f je

”
na“ právě tehdy, když BV

[f ]BU
má lineárně nezávislé řádky.

Matice BV
[f ]BU

má lineárně nezávislé sloupce tedy zobrazeńı f je prosté a má
i lineárně nezávislé řádky, tedy je zobrazeńı f

”
na“. Zobrazeńı f je současně

prosté a
”
na“ a proto je izomorfismem.

Cv. 12. Mějme lineárńı zobrazeńı f : R3 → P 2 dané matićı

F = BV
[f ]BU

=

 1 −1 0
−2 0 2
−3 1 −2


kde BU = {(−1, 0, 3)T , (2,−2, 2)T , (0, 1,−3)T}, BV = {(−x2+x), (x−1), (1x2+1)}.
Určete, zda-li je zobrazeńı BU

[f ]BV
:

(a) prosté

(b) na

(c) je izomorfismem

(d) existuje k němu inverzńı zobrazeńı

(e) dimenzi jádra zobrazeńı dim(Ker(f))

(f) dimenzi obrazu zobrazeńı dim(f(R3))

(g) bázi jádra zobrazeńı Ker(f)

(h) bázi obrazu zobrazeńı Im(f(U))

Řešeńı:

(a) rank(F ) = 2, z Důsledku 6.43. Bud’ f : U → V lineárńı zobrazeńı, pak
dim(U) = dim(Ker(f)) + dim(f(U)), plat́ı dim(Ker(f)) = 3− rank(F ) = 1.
Z netriviálnosti jádra zobrazeńı plyne dle věty 6.12, že zobrazeńı f neńı prosté.
Alternativně, zobrazeńı dané matićı F neńı prosté protože, dle Tvrzeńı 6.44.
nemá lineárně nezávislé sloupce.

(b) Dle Věty 6.41 plat́ı dim(f(U)) = dim(S(F )) = rank(F ), kde dim(f(U)) určuje
dimenźı obrazu zobrazeńı f a z hodnoty dimenze vektorového prostoru P 2,
které má dimenzi dim(P 2) = 3, plat́ı dim(f(U)) < dim(P 2) neńı zobrazeńı

”
na“. Alternativně, zobrazeńı dané matićı F neńı

”
na“ protože, dle Tvrzeńı

6.44. nemá lineárně nezávislé řádky.
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(c) Jelikož neńı zobrazeńı f prosté a
”
na“, nejedná se o izomorfismus. Alterna-

tivně, nejedná se o izomorfismus, protože matice F neńı regulárńı.

(d) Jelikož neńı zobrazeńı izomorfismem, nemá inverzńı zobrazeńı.

(e) Dle Věty 6.41 plat́ı dim(Ker(f)) = dim(Ker(F )), a dle výpočtu v (a) je
dim(Ker(f)) = 1.

(f) Dle Věty 6.41 plat́ı dim(f(U)) = dim(S(F )) = rank(F ), a dle výpočtu v (b)
je dim(f(U)) = 2.

(g) Položme si nejprve otázku: Máme-li matici R(m×n). Jakému prostoru nálež́ı
vektory jádra matice? Rm nebo Rn? Jádro matice je množina vektor̊u, které
řeš́ı homogenńı soustavu lineárńıch rovnic reprezentovanou matićı F (pojet́ı ze
soustav lineárńıch rovnic), alternativně jádro matice tvoř́ı množina vektor̊u,
která je zobrazena lineárńım zobrazeńım reprezentovaným matićı F na o (nu-
lový vektor)(pojet́ı zobrazeńım).
Vektory jádra matice nálež́ı do Rn (rozmyslete proč, tento krok nebývá zřejmý).
Máme-li zobrazeńı f : U → V , jakému vektorovému prostoru nálež́ı jádro zob-
razeńı?
Báze Ker(F ) = (−1,−1, 1)T reprezentuje souřadnice bazického vektoru jádra
zobrazeńı f v̊uči bázi BU , tedy báze Ker(f) je tvořena vektorem:

−1(−1, 0, 3)T − 1(2,−2, 2)T + 1(0, 1,−3)T = (−1, 3,−8)T

(h) Báze S(F ) je tvořena vektory (−1, 2,−3)T , (−1, 0, 1)T , což jsou souřadnice ba-
zických vektor̊u obrazu zobrazeńı v̊uči bázi BV .
Bázi obrazu Im(f(R3)) tvoř́ı systém vektor̊u:

−1(−x2 + x) + 2(x− 1)− 3(1x2 + 1) = (−4x2 + 3x− 5)

−1(−x2 + x) + 0(x− 1) + 1(x2 + 1) = (2x2 − x+ 1)
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