Piiklady na procviceni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(11) Linearni zobrazeni, matice vzhledem ke kanonické bazi

Piiklady na kapitolu linedrniho zobrazeni lze rozdélit do nékolika skupin: a) technickd
cviceni na definici - co jsou a co nejsou linedrni zobrazeni; b) ruznad vyjadfeni linedrnich
zobrazeni a prevody mezi ruznymi vyjadienimi; c¢) vlastnosti linedrnich zobrazeni; d) slozené
linedrni zobrazenf; e) izomorfismus a f) jejich kombinace a komplexnéjsi piiklady

Technicka cvic¢eni na definici - co jsou a co nejsou linearni zobrazeni

Cv. 1. Rozhodnéte a dokazte, zda-li zobrazeni f : R — R je/neni linedrni zobrazeni.

(a) fi(z) =0

(b) falz) =1

(c) fs(z) =2z
(d) falz) =z+1
() f5(x) = a?
Resend

Dle Definice 6.1 (Lineérni zobrazeni) Bud'te U, V vektorové prostory nad télesem
T. Zobrazeni f : U — V je linearni, pokud pro kazdé x,y € U a a € T plati:

o flx+y) =flz)+fy)
o flaz) = af(x).
Poznamka: Budeme-li na vektorové prostory nahlizet jako na algebry, pak je linearni

zobrazeni homomorfismem algeber, coz nam z algebraického hlediska prinasi silny
pohled a interpretaci linedrniho zobrazeni, jako zobrazeni zachovavajiciho strukturu.

(a) Oveéffme platnost podminek linedrniho zobrazeni z definice:
i filzx+y)=fi(z) =0=0+0= fi(z) + fi(y) podminka plati
ii. fi(az) = fi(w) =0 = a0 = afi(z) podminka plati.
Obé podminky jsou splnény, zobrazeni f; je linearni.
(b) Analogicky ovérime podminky u zobrazeni fs:
i folzr+y)=falz) =1#2=1+1= fo(x) + fo(y) podminka neplati
ii. dale bychom jiz nemuseli poc¢itat, ale pro zajimavost prozkoumame, zda-
li zobrazeni homomorfni k druhé operaci ,ndsobeni skalarem z télesa“
folax) = fo(w) =1 # a = al = afy(x), pro obecné a € R podminka
neplati.
Obé podminky nejsou splnény, zobrazeni neni linedrni.
(c) Postup u zobrazeni f3 je také analogicky:

L fs(@ty) = f3(2) =2z =2(x+y) = 2(x) +2(y) = f3(z) + f3(y) podminka
plati



. f3(ar) = fz3(w) = 2% w = 2ax = a2x = afs;(x) podminka plati.

Obé podminky jsou splnény, zobrazeni je linearni.

Rizna vyjadreni linearnich zobrazeni a prevody mezi riznymi vyjadirenimi
Nasledujici piiklady na sebe navazuji a rozviji se. Budeme vytvaret riuzné reprezen-
tace linearnich zobrazeni, kde v nasledujicim prikladu mirné upravime ptredchozi
situaci a budeme zkoumat co se stane a co dostaneme. Piiklady budeme pocitat
nad télesem realnych ¢isel.

. Mé&jme vektorovy prostor U = R® a zobrazeni f : U — U a mé&jme bézi By =

{z1=(-1,0,3)T, 29 = (2,-2,2), 23 = (0,1, —3)"}. Vypoctéte matici F linedrniho
zobrazeni f : U — U, o kterém vime, Ze zobrazi bazické vektory f((—1,0,3)") =
(=2,0,6)7, £((2,-2,2)T) = (4, —4,4)T, £((0,1,-3)) = (0,2, —6)T. Viimnéme si,
ze vektory jsou ,,2-krat zvétseny*“. F = p,[f]By
Matici F, reprezentujici linedrni zobrazeni f, zobrazte vektor [z]g, = (1,2, —1)7 tj.
dostaneme vektor [f([z]g, )]s, -

Resend:

Vyuzijeme Definice 6.17 (Matice linedrniho zobrazeni), Véty 6.19 (Maticova repre-
zentace linedrniho zobrazeni) ze skript a také tvrzeni, Ze kazdé linedrni zobrazeni je
definovano obrazem baze.

Nejprve si pripomeneme konstrukci matice linearniho zobrazeni obecné, nasledné
ji uchopime intuitivné a nakonec do obecné konstrukce dosadime konkrétni zadani
ulohy.

Méjme vektorové prostory U a V' na télesem T a linearni zobrazeni f : U — V. Vek-
torovy prostor U je popsan béazi By = {x1, ..., z,} a vektorovy prostor V' je popsén
bézi By = {y1,...,m} . Matice linedrniho zobrazeni f : U — V dle Definice 6.17,
je definovana By [f]BU = [f('rj)]BV'

Intuitivné: matici linearniho zobrazeni konstruujeme tak, ze j-ty sloupec matice je
tvofen soufadnicemi zobrazeného vektoru z; vuci bézi By, resp. sloupcovy vektor
x; zobrazime a dostdvame vektor f(x;) a tento obraz vyjadiime vuéi bézi By tj.
dostavame sloupcovy vektor zminéné [f(x;)]p, . Matici konstruujme postupné pfes
vS8echny bazické vektory.

Otéazka pro lehké rozmysleni a ovéreni si, ze konstrukei matice linedrniho zobrazeni
rozumime: mame-li n vektoru béze By a m vektoru baze By kolik bude mit vysledna
matice F' sloupcu a kolik radku? Proc lze kazdé linedrni zobrazeni zapsat maticové?

Zpet k feseni piikladu. Konstruujeme matici linedrniho zobrazeni g, [f]|p, z defi-
nice. V konkrétnim zadéni prikladu zobrazeni f : U — U tedy pocitame s jednou
bazi a jednim vektorovym prostorem. Ukazeme si vypocet prvniho sloupce matice
F. Méjme prvni bazicky vektor tj. z; = (—1,0,3)7, ktery se zobrazi zobrazenim
f((=1,0,3)7) = (=2,0,6)T. Nésledné vektor f(z1) vyjadifme viéi bazi By. Resfme
soustavu linedrnich rovnic Az = b:



Cv.

3.

1 0 0]2
Tr1 T2 I3 f(.fl) ~ 0 —2 1 0 ~ 01 00
00 1]0

pricemz vektory byly napsény jako sloupce matice, vektory baze By jako leva ¢ast
matice a vektor f(zq) jako vektor pravé strana matice.

Povsimnéme si, ze podle sloupcové interpretace feSeni soustavy linearnich rovnic
plati, Ze ma-li soustava TeSeni, prava strana matice b je rovna linearni kombinaci
sloupcu matice, pricemz jednotlivé proménné = jsou koeficienty této linearni kom-
binace a geometricky urcuji ,,miru naskalovani“ prislusnych sloupcu matice. Tedy
divame-li se na sloupce matice soustavy jako na bézi, tak vysledny vektor feseni x
udévé soufadnice vektoru pravé strany b vici bazi dané sloupci matice tj. [b]ga) = @.
(V piipadé, ze sloupce matice netvori bézi, jsou ale generatory S(A) a stéle plati
b € S(A), pak se nejedna o souradnice ale o koeficienty linearni zavislosti.)
Vypocet vyjadreni vektoru vuci bazi 1ze provést paralelné:

By, By, Bu, | f(r1) f(z2) f(z3) ~ 1wy w3 | f(w1) flz2) f(xs)

-1 2 0(-2 4 0 1 002 00
~ 0o -2 1]0 -4 2 ~1 01 0[0 20
3 2 =3|/6 4 -6 00 1|0 0 2

Sloupcové vektory pravé strany matice tj. feSeni soustavy, tvori sloupce hledané
2 00

matice linedrntho zobrazeni F: F' = g, [f]p, = [0 2 0].
0 0 2

Intuitivné: Vypocitali jsme matici zobrazeni, kterda zobrazuje vektor z vyjadieny
vuéi bazi By, provede s nim transformaci (2-krét zveétsi) a ponechd ho vyjadieny
vuci bazi By. Jednd se o matici skalovani, které libovolny vektor naskaluje 2-krat.

Otéazka: Matice skdlovani vypada ,povédomeé* ¢i ,o¢ekavatelné®. Jakou roli v tomto
zobrazeni hraje baze? Jak se zméni matice zobrazeni, zménime-li bazi resp. budeme-
li mit matici zobrazeni vuci jiné bazi g, [f]|p,? Zméni se vubec? Na tomto misté si
muzete udélat alespon odhad.

Dle Dusledku 6.20. provedeme zobrazen{ vektoru [z]gz, = (1,2, —1)" zobrazenim f:

f(:l?) =Fz = [f([x]BU)}BU = (2747 _Q)T'

Upravme zadani. Co kdyz chci 2-krat skalovat z vektorového prostoru U daného bazi
By = {z1 = (-1,0,3)T, 25 = (2,-2,2)T, 23 = (0,1,-3)T} do jiného vektorového
prostoru V' daného bazi By = {y; = (=1,1,0)7,yo = (0,1,—-1)T,y5 = (1,0, 1)T}?
Zobrazeni f : U — V. Jak bude vypadat matice takového zobrazeni? Jako zobrazeni
konstruujeme? By fBy
Matici zobrazeni zobrazte vektor [z]p,, tj. dostaneme vektor [f([z]g, )]s, -

U



Reseni:

Konstruujeme matici linedrniho zobrazeni g, [f]p, z definice.

Princip vypoctu zustava stejny. Zmeéna oproti predchozimu ptikladu probéhne v
kroku vyjadreni obrazu vektort, kde misto baze By vyjadiujeme vektoru vuéi bazi

By, do které zobrazeni zobrazuje.

Bv, By, By, | f(x1) [f(x2) flxs) | ~ | w1 v2 ys|f(x1) f(z2) f(xs)
o | | . | |
-1 0 1}]-2 4 0 10 0{-2 -2 =2

~ 1 1 00 —4 2 ~1 0104 -2 4
0 -1 16 4 -6 0012 2 =2
-2 =2 =2
Vyslednd matice g, [flp, = | -4 —2 4
2 2 =2
Zobrazme zadany vektor [x]g, = (1,2,—1) linedrnim zobrazenim reprezentovany

rpatici By [f]BU'
Resen: [f([x]BU)]BV — By [f]BU [x]BU =Fr= (27 —12, 8)T

. Zménme zadani: Co kdyz oproti predchoziho piipadu, zobrazeni nebude transfor-

movat, ale jen ménime bézi (vektorovy prostor)? By 1] B,

Vypoctéte soufadnice vektoru [z]p, vuél bazi By tj. [z]p, -

Reseni:

Pocitdme matici prechodu g, [id]g
vektorového prostoru V.
Mnemotechnickd pomucka vypoctu: (By|By) ~ rref ~ (I,|p, [id]s,))

, od baze By vektorového prostoru U k bazi By

Postup obdobny predchozimu piikladu. Rozdil je v kroku, kdy nebudeme provadét
transformaci, resp. transformace je realizovana identickym zobrazenim. Do vypoctu
matice linedarntho zobrazeni dle definice dosadime takto:

BV1 BV2 BV3 BUl BUz BU3 ~ Y1 Y2 Y3 |1 T2 I3 ~

-1 0 1|-1 2 0 1002 -1 -1

~ 1 1 00 =2 1 ~1010]-2 -1 2

o -1 13 2 =3 00 1]1 1 -1
2 -1 -1
Vysledna matice g, [id]g, = |2 —1 2
1 1 -1



. 5.

Zobrazme zadany konkrétni vektor [z]p, = (1,2, —1)7 linedrnim zobrazenim repre-
zentovany matici g, [id] g, .

Reéeni: By [id]BU [x]BU = [id([‘ﬂBU)]Bv = (17 _674)T'
Pro kontrolu lze vypocitat souradnice vektoru vyjadienim vuci bazi soustavou pres
linearni kombinaci.

A co kdybychom chtéli zobrazit zpét, najit f : V — U? Mame vektor [z|p
vyjadieny vuci bazi V' a chceme ho vyjadiit vuci bazi U.
Jak vypada matice pfechodu od baze By k béazi By? (vypocet z definice) g, [id]p,
Vypoctéte soufadnice vektoru [z]|p, vuci bazi By tj. [z]p,.

Vv

\%4

Reseni:
V predchozim postupu zaménime levou a pravou stranu matice pro vypocet vyjadieni
do baze.

N I I O -12 0/-10
T T2 T3 Y1 Y2 Y3 ~ 0 -2 1 1 1
N T I I O 3 2 3]0 -1

o = O
= o O
= O =
W = N

1 2 3
Vyslednd matice F' = g, [id]g, = |0 1 2].
1 3 4

Reéeni: By [Zd]BV [$]BV = (1, 2, —1)T.
Pro kontrolu lze vypocitat souradnice vektoru vyjadrenim vuci bazi.

. Vypoctéte matici prechodu od baze By k bazi By pomoci vypoctu inverzni matice,

zname-li matici prechodu g, [id]g,, .

Resend:

VyZijeme teorie: Dusledek 6.28: Bud U a V vektorové prostory a f : U — V izomor-

fismus pak g, [f !5, = (B,[f]B,) " Predpoklddejme nyni, ze vime, Ze zobrazeni
By [id] g, je izomorfismus.

2 -1 -1\ /1 2

Bu [id_l]Bv = (BV [id]BU)_l =|-2 -1 2 =10 1

1 1 -1 1 3

=N W

Cimz jsme spocitali matici prechodu dvéma zpusoby: a) vypoctem z definice matice
linedrniho zobrazeni, b) vypocet inverzniho zobrazeni v piipadé izomorfniho zobra-
zeni.

Skladani zobrazeni a matice slozeného zobrazeni
Jiz umime konstruovat matice linedrniho zobrazeni z definice. Zname-li vSak matice

[\)



. 9.

. Upravme zadani. Chceme zndt matici transformace g, [f]s

vhodnych zobrazeni, 1ze jich vyuzit jako mezivysledku a spoc¢itat pozadovanou ma-
tici pomoci sklddani linearnich zobrazeni.

Vime Tvrzen{ 6.26 (Slozené linedrn{ zobrazen{). Budte f : U = V,g:V — W
linearni zobrazeni. Pak slozené zobrazeni g o f je zase linearni zobrazeni.

Coz je tvrzeni hovorici o skladani linedrnich zobrazeni. Nas vSak také zajima, co se
déje ve ,sveté” matic linearnich zobrazeni. Umime skladat linearni zobrazeni repre-
zentované maticové? A pokud ano, je slozené zobrazeni stédle linearni? Na otazku
odpovidd Véta 6.27 (Matice slozeného linedrniho zobrazen{). Budte f : U — V a
g : V — W linearni zobrazeni, bud By baze U, By baze V a By baze W. Pak

Bw [g © f]BU — Bw [g]Bv * By [f]BU‘

. Jak bychom spocitali pomoci skladani linearniho zobrazeni matici transformace a

zéroven prechodu od béze By k bazi By? By [flBy

Reseni:

Vyuzijeme vypocitané matice g, [f]p,, kterd transformuje zobrazovany vektor [z]g,,
na vektor f([z]p,)p,a nasledné transformovany vektor vyjadiime vuci bazi V' zob-
razenim matici pfechodu od béze U do bédze V' tj. matici g, [id|p,, ¢cimz ziskdme
vektor f([z]|p,)n, - Tedy matice zobrazeni g, [f]g, se vypocita: g, [fls, = B, |id]B, *
By | f]By - Analogicky, znali-li bychom jiné mezivysledky, mohli bychom spocitat ma-
tici zobrazeni napiiklad nésledovné g, [f]s, = B, [flBy * By [1d] B, -

, ale vuci bazi By tj.

By [f]BV'

Reseni:
Zpusobu Teseni jiz zname vice:

(a) Matici muzeme sestavit piimo z definice analogicky postupu sestaveni matice
By [f ] By

(b) Muzeme vyuzit jiz spocitanych vysledku a skladani linearnich zobrazent: 5, [f]5
By [id]BU * By [f]BU * By [id]BV'
Intuitivné: zobrazovany vektor vici bazi V' se zobrazi matici prechodu g, [id] 5,
vuéi bazi U, nasledné se transformuje matici g, [f]|p, a vyjadii se zpét matici
prechodu g, [id]p, vaci bazi V.

Vypoctéte matici linedrnich zobrazeni F, kterd po fadé zobrazi vektory {(—1, =3, 1),
(O7 3, _2)T7 (_17 -2, 2>T} na vektory {(_17 L, O)T7 (07 L, _1)T7 (17 0, ]-T)}

Resend:

Matici linedrnich zobrazeni lze vypocitat i ze znalosti vektoru a jejich obrazu. Méjme
mnozinu vektoru X a jejich obrazu Y. Vektory X je na vektory Y zobrazi matici
linedrniho zobrazeni F' prondsobenim F'X =Y. Je-li matice X regularni, pak exis-
tuje jeji inverzni matice X ~!. Upravime rovnici prondsobenim matici X! zprava,

v =



dostavdme FXX ' =Y X! cozserovnd FF =Y X!

Matice X je matici vzorovych vektoru zapsanych po sloupcich a matice Y je po
sloupcich zapsanou matici obrazu vektoru:

1 0 -1
X=1-3 3 =2
1 -2 2
-1 0 1
Y=|11 1 0
0 -1 1

-2 -2 -3
X't=|-4 -3 -5
-3 -2 -3
Vyslednd matice zobrazeni F' se rovna:
-1 0 0
F=|1-6 -5 -8
1 1 2

Cv. 10. Méjme matici M linearniho zobrazeni. Kolik linearnich zobrazeni popisuje matice
M?

Resend:

Jedna se o lehce zavadéjici otdzku. Odpovéd zélezi na podmince, jestli mame de-
finované béze vuc¢i nimz zobrazeni definujeme. V piipadé, ze ano, pak matice M
reprezentuje jen jedno linedrni zobrazeni a toto linedrni zobrazeni je reprezentovano
prave jednou matici, jedna se o dusledek véty 6.21 (Jednoznaénost matice linedrniho
zobrazeni). Pokud vsSak neni uvedeno, vuci jaké bazi se zobrazeni vyjadiuje, pak ke
kazdé bazi existuje jedno linearni zobrazeni.

Piiklady o vlastnostech linearnich zobrazeni a komplexnéjsi piiklady

Cv. 11. Rozhodnéte, zdali je zobrazeni F' = p, [id|, (z pfedchozich piikladi) izomorfismus?

Reseni:
Moznosti, jak otestovat, zdali je zadané zobrazeni isomorfismem méame vice:
(a) Dle tvrzeni 6.36 je Linedrni zobrazeni f : U — V isomorfismem prévé tehdy,

kdyz néjaka (libovolnd) matice reprezentujici f je regularni. Matice F' je re-
gularni, tedy je zobrazeni izomorfismem.



(b)

Zobrazeni je izomorfismem, pokud je soucasné prosté a na. Ovérovani izomor-
fismu se prevadi na pripad testovani prostoty a ,na‘“.

Linedrni zobrazeni f je prosté, pravé tehdy kdyz Ker(f) = o ¢i obraz libovolné
linedrné nezavislé mnoziny je linedrné nezavisla mnozina, dle Véty 6.12 (Prosté
linedrni zobrazeni). Nebo dle Tvrzeni 6.44. je linedrni zobrazeni f : U — V
prosté praveé tehdy, kdyz g, [f], ma linedrné nezavislé sloupce, kde By je béze
vektorové prostoru U a By je baze vektorové prostoru V. Déle ze stejného tvr-
zeni plati, ze f je ,na“ prave tehdy, kdyz g, |f]p, mé linedrné nezavislé radky.
Matice g, [f]p, ma linedrné nezavislé sloupce tedy zobrazeni f je prosté a ma
i linearné nezavislé tadky, tedy je zobrazeni f ,na“. Zobrazeni f je soucCasné
prosté a ,na“ a proto je izomorfismem.

Cv. 12. Mégjme linedrni zobrazeni f : R — P? dané matici

F:Bv[f]BU =(-2 0 2

kde By = {(—1,0,3)T, (2, —2,2)7, (0,1, -3)7}, By = {(—a?+2), (x—1), (122 +1)}.

Urcete, zda-li je zobrazeni p,[f]s,:

(a
(b

14

prosté

=

a

(c) je izomorfismem

)
)
)
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)

existuje k nému inverzni zobrazeni
dimenzi jadra zobrazeni dim(Ker(f))
dimenzi obrazu zobrazen{ dim(f(R?))
béazi jadra zobrazeni Ker(f)

bézi obrazu zobrazeni Im(f(U))

Reseni:

(a)

rank(F) = 2, z Dusledku 6.43. Bud f : U — V linedrni zobrazeni, pak
dim(U) = dim(Ker(f)) + dim(f(U)), plati dim(Ker(f)) =3 — rank(F) = 1.
7 netrivialnosti jaddra zobrazeni plyne dle véty 6.12, ze zobrazeni f neni prosté.
Alternativné, zobrazeni dané matici F' neni prosté protoze, dle Tvrzeni 6.44.
nema linedarné nezavislé sloupce.

Dle Véty 6.41 plati dim(f(U)) = dim(S(F)) = rank(F), kde dim(f(U)) urcuje
dimenzi obrazu zobrazeni f a z hodnoty dimenze vektorového prostoru P?,
které méa dimenzi dim(P?) = 3, plati dim(f(U)) < dim(P?) neni zobrazeni
yna‘. Alternativné, zobrazeni dané matici F neni ,na“ protoze, dle Tvrzeni
6.44. nema linearné nezavislé radky:.



(c)

Jelikoz neni zobrazeni f prosté a ,na“, nejednd se o izomorfismus. Alterna-
tivné, nejedna se o izomorfismus, protoze matice I’ neni regularni.

Jelikoz neni zobrazeni izomorfismem, nema inverzni zobrazeni.

Dle Véty 6.41 plati dim(Ker(f)) = dim(Ker(F)), a dle vypoctu v (a) je
dim(Ker(f)) = 1.

Dle Véty 6.41 plati dim(f(U)) = dim(S(F')) = rank(F'), a dle vypoctu v (b)
je dim(f(U)) = 2.

Polozme si nejprve otazku: Mame-li matici R0™™. Jakému prostoru nélezi
vektory jadra matice? R™ nebo R"? Jadro matice je mnozina vektoru, které
fesi homogenni soustavu linearnich rovnic reprezentovanou matici F' (pojeti ze
soustav linearnich rovnic), alternativné jadro matice tvoii mnozina vektoru,
kterd je zobrazena linedrnim zobrazenim reprezentovanym matici F' na o (nu-
lovy vektor)(pojeti zobrazenim).

Vektory jadra matice nalezi do R™ (rozmyslete proc¢, tento krok nebyva ziejmy).
Maéame-li zobrazeni f : U — V, jakému vektorovému prostoru nalezi jadro zob-
razeni?

Béze Ker(F) = (—1,—1,1)T reprezentuje soufadnice bazického vektoru jadra
zobrazeni f vuci bézi By, tedy béze Ker(f) je tvorena vektorem:

—1(-1,0,3)" —1(2,-2,2)" +1(0,1,-3)" = (-1,3,-8)"
Béze S(F) je tvofena vektory (—1,2, —3)7, (—1,0, 1), coz jsou soufadnice ba-
zickych vektoru obrazu zobrazeni vuci bazi By .
Bézi obrazu I'm(f(R?)) tvoif systém vektort:

—1(=2*+ ) +2(x —1) = 3(12x* + 1) = (—42* + 3z — 5)

~1(=2*+2)+0(x 1) +1(2°+1) = (22" —z + 1)



