
P°íklady na procvi£ení z Lineární algebry 1 (ZS 2020/2021):

(9) Báze, dimenze

Bu¤ V vektorový prostor nad T a m¥jme vektory v1, . . . , vn ∈ V .

De�nice 1 (Lineární nezávislost) Vektory v1, . . . , vn ∈ V se nazývají lineárn¥ nezá-
vislé, pokud rovnost

∑n
i=1 αivi = 0 nastane pouze pro α1 = · · · = αn = 0. V opa£ném

p°ípad¥ jsou vektory lineárn¥ závislé.

De�nice 2 (Lineární obal) Lineární obal vektor· v1, . . . , vn je

Span(v1, . . . , vn) =
{ n∑

i=1

αivi
∣∣α1, . . . , αn ∈ T

}
.

De�nice 3 (Báze) Vektory v1, . . . , vn tvo°í bázi V pokud jsou lineárn¥ nezávislé a

Span(v1, . . . , vn) = V.

De�nice 4 (Dimenze) Dimenze V je velikost jeho libovolné báze.

Cv. 1. Ve vektorovém prostoru Z3
5 vyjád°ete vektor (3, 2, 4) jako lineární kombinaci vek-

tor· (3, 3, 2), (1, 1, 4) a (0, 2, 1). Je toto vyjád°ení jednozna£né?

�e²ení:

Vy°e²íme soustavu rovnic, která vznikne tak, ºe vektory (3, 3, 2), (1, 1, 4) a (0, 2, 1)
dáme do sloupc· matice a vektor (3, 2, 4) pouºijeme jako vektor pravé strany. 3 1 0 3

3 1 2 2
2 4 1 4


Dostaneme x3 = 2, x2 = p a x1 = 1 + 3p tedy:3

2
4

 = (1 + 3p)
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3
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+ p

1
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+ 2

0
2
1


�e²ení tedy není jednozna£né a vektory (3, 3, 2), (1, 1, 4) a (0, 2, 1) netvo°í bázi
Z3

5.

Cv. 2. Dopl¬te mnoºinu M na bázi vektorového prostoru V .

(a) M =
{
(1, 2, 0, 0)T , (2, 1, 1, 3)T , (0, 1, 0, 1)T

}
, V = R4.

(b) M =
{
−x2, x+x2, x3−1

}
, v prostoru V reálných polynom· stupn¥ nejvý²e

t°i.

�e²ení:
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(a) Prostor V má dimenzi 4, proto je t°eba roz²í°it M o jeden vektor. Z v¥ty
o vým¥n¥ platí, ºe alespo¬ jeden z vektor· kanonické báze je nezávislý
na vektorech z M . Nezávislost zjistíme sou£asným vy°e²ením rovnic a1u1+
a2u2+a3u3 = ei, kde u1, u2, u3 jsou vektory zM a ei jsou vektory kanonické
báze.
Dostáváme matici
1 2 0 1 0 0 0
2 1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 3 1 0 0 0 1

 ∼ · · · ∼

1 2 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 −3 1
0 0 0 −2 1 6 −1


Protoºe poslední °ádek obsahuje pivot ve v²ech sloupcích na pravé stran¥,
vidíme, ºe dopln¥ním o libovolný vektor ei se stane mnoºina M bázi pro-
storu R4.

(b) Zkusíme doplnit M o n¥který vektor z kanonické báze 1, x, x2, x3. Máme
matici

0 0 −1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0
−1 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1

 ∼ · · · ∼

−1 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1


Zde vidíme, ºe bu¤ M ∪ {1} nebo M ∪ {x3} (a i mnoho jiných moºností,
které jsme v²ak netestovali) tvo°í bázi V , nikoli v²akM∪{x} neboM∪{x2}.

Cv. 3. Sou°adnice vektoru u v·£i uspo°ádané bázi X = (v1, v2, v3, v4) jsou [u]X =
(a1, a2, a3, a4)

T . Ur£ete sou°adnice téhoº vektoru u v·£i bázi Y = (v1 + v4, v2 +
v3, v4, v2).

�e²ení:

Hledáme taková (b1, . . . , b4)
T = [u]Y , aby platilo

b1(v1 + v4) + b2(v2 + v3) + b3v4 + b4v2 = a1v1 + a2v2 + a3v3 + a4v4.

Protoºe je X báze, jsou koe�cienty u vi jsou jednozna£né. Dostáváme soustavu

b1 = a1
b2 + b4 = a2

b2 = a3
b1 + b3 = a4

Nové sou°adnice jsou [u]Y = (a1, a3, a4 − a1, a2 − a3)T .

Cv. 4. Ur£ete dimenze a báze následujících vektorových podprostor· prostoru Z7
5.

(a) U = Span
(
(4, 1, 0, 3, 4, 0, 0)T , (4, 3, 1, 0, 2, 3, 1)T , (4, 1, 4, 0, 3, 2, 4)T ,

(2, 4, 1, 4, 4, 3, 1)T , (0, 4, 3, 2, 2, 4, 3)T
)
.

(b) V =
{
(x1, . . . , x7)

T ∈ Z7
5 : x1 + 3x2 + x3 + 2x4 + 3x5 + x6 + 2x7 = 0,

3x1+4x2+3x3+x4+4x5+2x6+4x7 = 0, 2x1+x2+4x3+4x5+2x7 = 0
}
.

�e²ení:
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(a) Z generátor· sestavíme matici (vektory zm¥níme na °ádkové) a tuto ma-
tici p°evedeme na odstup¬ovaný tvar. Elementární úpravy nem¥ní °ádkový
prostor, výsledné nenulové °ádky tvo°í tedy hledanou bázi.
4 1 0 3 4 0 0
4 3 1 0 2 3 1
4 1 4 0 3 2 4
2 4 1 4 4 3 1
0 4 3 2 2 4 3

 ∼∼

1 2 3 2 2 4 3
0 1 1 0 2 3 1
0 0 1 3 1 3 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


Dimenze U je tedy 3 a báze U je nap°. (1, 2, 3, 2, 2, 4, 3)T , (0, 1, 1, 0, 2, 3, 1)T ,
(0, 0, 1, 3, 1, 3, 1)T .

(b) Z rovnic sestavíme soustavu a budeme hledat bázi jejího °e²ení. Nap°. pro
V máme1 3 1 2 3 1 2
3 4 3 1 4 2 4
2 1 4 0 4 0 2

 ∼∼
1 3 1 2 3 1 2
0 0 2 1 3 2 1
0 0 0 0 0 4 3


S °e²ením x = p1(2, 1, 0, 0, 0, 0, 0)

T+p2(1, 0, 2, 1, 0, 0, 0)
T+p3(1, 0, 1, 0, 1, 0, 0)

T+
p4(1, 0, 4, 0, 0, 3, 1)

T .
Vektory u parametr· tvo°í bázi prostoru °e²ení, m.j. je okamºit¥ vid¥t, ºe
dimenze tohoto prostoru je rovna po£tu volných prom¥nných.
Dimenze V je tedy 4 a báze V je nap°. (2, 1, 0, 0, 0, 0, 0)T , (1, 0, 2, 1, 0, 0, 0)T ,
(1, 0, 1, 0, 1, 0, 0)T , (1, 0, 4, 0, 0, 3, 1)T .

Cv. 5. Rozhodn¥te, zdali prostory U a V z minulého p°íkladu jsou v inkluzi a pokud
ano, nalezn¥te takovou bázi v¥t²ího z nich, aby roz²i°ovala bázi men²ího.

�e²ení:

Dimenze podprostoru je men²í neº dimenze prostoru. Dimenze jsme jiº ur£ili
d°íve v p°edchozím p°íkladu, m·ºeme tedy okamºit¥ vylou£it p°ípad V ⊂ U .
Zbývá ov¥°it, zdali jsou prostory v opa£né inkluzi, nebo jsou-li inkluzí neporov-
natelné. Sta£í ov¥°it, jestli dim(Span(U ∪ V )) = dim(V ) = 4.

Pop°ípad¥ se také m·ºeme pokusit vyjád°it vektory báze men²ího prostoru jako
lineární kombinace v¥t²í báze (coº je vlastn¥ totéº).

2 1 0 0 0 0 0
1 0 2 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
1 0 4 0 0 3 1

2 2 2 3 1 2 3 2 2 4 3
1 0 2 1 0 1 1 0 2 3 1
0 3 1 1 0 0 1 3 1 3 1

Zde °ádky první matice udávají sou°adnice vektor· báze U v·£i bázi V (ob¥ tyto
báze jsme si zvolili vý²e). V²imn¥te si, ºe se sou°adnice dají snadno ur£it z 2.,
4., 5. a 7. sloºky vektoru a uv¥domte si pro£.

Pro roz²í°ení báze vyjdeme z libovolné báze men²ího prostoru a p°idáváme vek-
tory z v¥t²ího, dokud nedostaneme poºadovanou dimenzi.
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Platí inkluze U ⊂ V . Tato inkluze se dá nahlédnout i snáze, protoºe v²echny
vektory báze U spl¬ují rovnice z de�nice V .
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