
P°íklady na procvi£ení z Lineární algebry 1 (ZS 2020/2021):

(8) Lineární závislost a nezávislost

De�nice 1 (Lineární nezávislost) Vektory v1, . . . , vn ∈ V se nazývají lineárn¥ nezá-
vislé, pokud rovnost

∑n
i=1 αivi = 0 nastane pouze pro α1 = · · · = αn = 0. V opa£ném

p°ípad¥ jsou vektory lineárn¥ závislé.

Cv. 1. Zjist¥te zda jsou vektory z R3 lineárn¥ nezávislé:

(a) (2, 3,−5), (1,−1, 1), (3, 2,−2).
(b) (2, 0, 3), (1,−1, 1), (0, 2, 1).

�e²ení:

(a) Hledáme koe�cienty a, b, c ∈ R takové, ºe

a ·

 2
3
−5

+ b ·

 1
−1
1

+ c ·

 3
2
−2

 =

0
0
0

 .

Z toho tedy dostaneme soustavu 2 1 3 0
3 −1 2 0
−5 1 −2 0

 .

V²imn¥te si, ºe jednotlivé vektory jsou ve sloupcích matice. Vy°e²ením sou-
stavy zjistíme, ºe má °e²ení pouze a = b = c = 0. Vektory jsou tedy lineárn¥
nezávislé.

(b) Obdobn¥ jako v (a) vytvo°íme soustavu 2 1 0 0
0 −1 2 0
3 1 1 0

 .

Pomocí Gaussovy eliminace dostaneme 2 1 0 0
0 −1 2 0
0 0 0 0

 .

Soustava má tedy i n¥jaké netriviální °e²ení a vektory jsou tedy lineárn¥
závislé. Pro úplnost doplníme, ºe °e²ení soustavy je a = −t, b = 2t, c = t
pro parametr t ∈ R. Tedy nap°íklad s koe�cienty −1, 2 a 1 dostaneme

−1 ·

2
0
3

+ 2 ·

 1
−1
1

+ 1 ·

0
2
1

 =

0
0
0

 .
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Cv. 2. Nech´ u, v, w jsou lineárn¥ nezávislé vektory z vektorového prostoru V nad R.
Rozhodn¥te, zdali jsou následující mnoºiny lineárn¥ závislé £i nezávislé.

(a) {u, u+ v, u+ w}.
(b) {u− v, u− w, v − w}.

�e²ení:

(a) Obdobn¥ jako v p°edchozím p°íklad¥ hledáme koe�cienty a, b, c ∈ R takové,
aby

0 = au+ b(u+ v) + c(u+ w) = (a+ b+ c)u+ bv + cw.

Protoºe u, v, w jsou lineárn¥ nezávislé, musí být a+ b+ c = 0, b = 0 a c = 0
a tedy i a = 0. Odtud je {u, u+ v, u+ w} lineárn¥ nezávislá.

(b) Obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥, hledáme a, b, c ∈ R takové, ºe

0 = a(u− v) + b(u− w) + c(v − w) = (a+ b)u+ (−a+ c)v + (−b− c)w.

Tedy a+b = 0,−a+c = 0 a −b−c = 0. Vy°e²ením dané soustavy dostaneme
°e²ení a = t, b = −t, c = t pro parametr t ∈ R. Vektory {u−v, u−w, v−w}
jsou tedy lineárn¥ závislé, nap°. s koe�cienty (1,−1, 1)T .

Cv. 3. Nech´ V je vektorový prostor nad t¥lesem K a X ⊆ Y ⊆ V . Rozhodn¥te, která
z následujících tvrzení jsou pravdivá:

(a) Je-li X nezávislá, je Y závislá.

(b) Je-li X nezávislá, je Y nezávislá.

(c) Je-li X závislá, je Y závislá.

(d) Je-li Y nezávislá, je X nezávislá.

(e) Je-li Y závislá, je X závislá.

�e²ení:

Obecn¥ dle de�nice se nezávislost p°ená²í �dol·� a závislost �nahoru�. Konkrétn¥:

(a) Neplatí: X = {(1, 0)T} a Y = {(1, 0)T , (0, 1)T} jsou ob¥ nezávislé v R2.

(b) Neplatí: X = {(1, 0)T} je nezávislá, ale Y = {(1, 0)T , (2, 0)T} je uº závislá
v R2.

(c) Platí. M¥jme X = {v1, . . . , v`} a Y = {v1, . . . , v`, w1 . . . , wk}. Dle p°edpo-
kladu je X závislá, tedy existují α1, . . . , α` ∈ K takové, ºe (α1, . . . , α`) 6=
(0, . . . , 0) a ∑

i∈[`]

αixi = 0.
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Vezm¥me β`+1, . . . , βk = (0, . . . , 0). Pak stále platí, ºe (α1, . . . , α`, β1, . . . , βk) 6=
(0, . . . , 0) a ∑

i∈[`]

αivi +
∑
j∈[k]

βjwj = 0

je netriviální lineární kombinace vektor· z Y , která se rovná 0. Mnoºina Y
je tedy také lineární závislá.

(d) Platí. Jde o obm¥nu bodu (c).

(e) Neplatí: Y = {(1, 0)T , (2, 0)T} je závislá, ale X = {(1, 0)T} je nezávislá v
R2.

Cv. 4. Rozhodn¥te, zda vektory (0, 1, 1, 1)T , (1, 0, 1, 1)T , (1, 1, 0, 1)T , (1, 1, 1, 0)T jsou li-
neárn¥ závislé v R4 resp. v Z4

3.

�e²ení:

Úlohu °e²íme stejn¥ jako úlohu 1, jen jednou po£ítáme nad t¥lesy R a podruhé
nad Z3. Zjistíme, ºe nad R jsou vektory lineárn¥ nezávislé a nad Z3 jsou lineárn¥
závislé. Vidíme tedy, ºe lineární závislost/nezávislost závisí na volb¥ t¥lesa, nad
kterým je daný vektorový prostor.

Cv. 5. Bu¤te U, V podprostory prostoru W . Dokaºte, ºe U ∩ V = {0} práv¥ tehdy,
kdyº kaºdý vektor x ∈ U + V se dá jednozna£n¥ zapsat jako x = u + v, kde
u ∈ U, v ∈ V .

�e²ení:

M¥jme 2 vyjád°ení vektoru x:

u1 + v1 = x = u2 + v2,

pro u1, u2 ∈ U a v1, v2 ∈ V . Rovnost upravíme na

u1 − u2 = v2 − v1.

Vektor u1 − u2 leºí v U a vektor v2 − v1 leºí ve V .
Pokud tedy U∩V {0}, pak u1−u2 = v2−v1 = 0. Z £ehoº, ale vyplývá, ºe u1 = u2
a v1 = v2 a vyjád°ení x tedy je jednozna£né.

Na druhou stranu, pokud vyjád°ení x není jednozna£né, pak u1 6= u2 nebo v1 6= v2
(ve skute£nosti musí nastat ob¥ moºnosti). Nech´ tedy u1 6= u2 (druhý p°ípad
je obdobný). Pak ale u1 − u2 6= 0. Vektor u1 − u2 v²ak leºí jak v U tak ve V .
Pr·nik U ∩ V tedy obsahuje i nenulový vektor.

Cv. 6. Ur£ete, zdali následující mnoºiny vektor· jsou nezávislé v prostoru reálných
funkcí R→ R (nad t¥lesem R).

(a) {2x− 1, x− 2, 3x}.
(b) {x2 + 2x+ 3, x+ 1, x− 1}.
(c) {sinx, cosx}.
(d) {sin(x+ 1), sin(x+ 2), sin(x+ 3)}.
(e) {ln(x), log10(x), log2(x2)}.

3



�e²ení:

(a) Ozna£me f(x) = 2x− 1, g(x) = x− 2 a h(x) = 3x. Pak hledáme a, b, c ∈ R
takové, ºe a · f(x) + b · g(x) + c · h(x) = 0 pro v²echna x ∈ R. Pokud tedy
dosadíme za f, g a h dostaneme:

a · (2x− 1) + b · (x− 2) + c · 3x = (2a+ b+ 3c) · x+ (−a− 2b) = 0.

Rovnost je spln¥na pro v²echna x práv¥ tehdy kdyº:

2a+ b+ 3c = 0

−a− 2b = 0

Tato soustava má netriviální °e²ení nap°íklad (−2, 1, 1). Funkce jsou tedy
lineárn¥ závislé.

(b) Op¥t hledáme a, b, c ∈ R takové, ºe

a · (x2+2x+3)+ b · (x+1)+ c · (x−1) = a ·x2+(2a+ b+ c) ·x+(b− c) = 0.

Z toho dostaneme homogenní soustavu 1 0 0 0
2 1 1 0
0 1 −1 0


Tato soustava má jen triviální °e²ení (0, 0, 0). Funkce jsou tedy lineárn¥
nezávislé.

(c) Snaºíme se splnit rovnici a sinx + b cosx = 0. Pokud dosadíme x = 0, pak
dostaneme b = 0, protoºe sin 0 = 0 a cos 0 = 1. Pokud dosadíme x = π

2
,

pak dostaneme a = 0, protoºe sin π
2
a cos π

2
= 1. Funkce jsou tedy lineárn¥

nezávislé.

(d) Ze sou£tových vzorc· pro sinx máme:

sin(x+ 1) = sin(x) · cos(1) + cos(x) · sin(1)
sin(x+ 2) = sin(x) · cos(2) + cos(x) · sin(2)
sin(x+ 3) = sin(x) · cos(3) + cos(x) · sin(3)

Sestavíme tedy rovnici

0 = a · sin(x+ 1) + b · sin(x+ 2) + c · sin(x+ 3)

=
(
a · cos(1) + b · cos(2) + c · cos(3)

)
· sin(x)

+
(
a · sin(1) + b · sin(2) + c · sin(3)

)
· cos(x).

Jelikoº jsou sin a cos lineárn¥ nezávislé, pak musí platit:

a cos(1) + b cos(2) + c cos(3) = 0

a sin(1) + b sin(2) + c sin(3) = 0

Coº je homogenní soustava o 2 rovnicích a 3 neznámých, musí mít tedy
n¥jaké netriviální °e²ení. Funkce jsou tedy lineárn¥ závislé.
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(e) Platí následující rovnosti: log10(2x) =
lnx+ln 2
ln 10

a log2(x
2) = 2 lnx

ln 2
. V rovnici

a · ln(x) + b · log10(2x) + c · log2(x2) = 0 jsou první a poslední £len vzá-
jemnými násobky. Rovnice má tedy netriviální °e²ení, nap°íklad (a, b, c) =
(−2, 0, ln 2). Funkce jsou tedy lineárn¥ závislé.
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