Piiklady na procviceni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(7) Vektorové prostory, podprostory a linearni obal

Cv. 1. Jsou nasledujici struktury vektorové prostory?

(a) (R™,+,-) nad N,
(b) (R™,+,-) nad Q,
(¢) (R",®,®) nad R s operacemi

e rDYy=1+Yy,
e a®x = oz,

(d) (2M, A, 0) nad Zsy, kde M je danid mnoZina s operacemi

e AAB=(A\B)U(B\A),
e oA=0aloA=A,

(e) (F,+,-) nad T, kde F je mnozina vSech zobrazeni f: M — V s M da-

nou mnozinou a V vektorovym prostorem nad T. Operace jsou definoviny
standardné, tj.

o (f+a)(x) = flx)+g(x),
o (a-f)(x) =af(z).

Reseni:

(a)

(b)

Vektorovy prostor je struktura definovana nad libovolnym télesem T. Mno-
zina piirozenych ¢isel N netvoii téleso (napf. neexistuji inverznich prvky),
proto (R™, +,-) nad N neni vektorovy prostor.

Mnozina racionalnich ¢isel Q jiz téleso tvoii. ProtoZze uvazujeme (R™, +,-)
nad Q, kde operace s¢itani a nasobeni jsou piejaté z definice pro standardni
vektorovy prostor, vime, Zze budou mit stejné vlastnosti a proto je nemusime
testovat. Jediné, co musime zkontrolovat je uzavienost na operace nasobeni
skaldrem. Protoze volime a € Q C R, plyne uzavienost na nésobeni ska-
larem z uzavienosti pro skalary z R. Struktura (R", +,-) nad Q tedy tvoii
vektorovy prostor.

Jediny rozdil mezi (R", ®, ®) nad R a standardnim vektorovym prostorem
(R™, +,-) nad R je v operaci nasobeni, proto staci otestovat pouze jeji vlast-
nostni. Napiiklad distributivita (a+ ) ®u = (a®@u) @ (S ®u) neni splnéna
pro nenulové 5 = —a, nebot

(a+B)@u=(a—a)u=0u=0,

ale
(a®@u)® (B @u) =|au+|—alu = 2|alu.

Struktura Zs je téleso, obé operace maji spravnou signaturu a jisté jsou uza-
viené na 2M (ob& operace vraci opét podmnozinu M). VySetieni vlastnosti
vypada nasledovné.



Obrazek 1: (Asociativita A): AAB, (AAB)AC, ,

1l.

iii.

iv.

vi.

Vii.

(Asociativita A) Pro snazsi nahlédnuti asociativity vyuzijeme diagrami
z Obrazku 1. Vidime, ze plati (AAB)AC = AA(BAC).

(Neutralni prvek pro A) Jako pfirozeny kandidat se nabizi prazdna
mnozina ). Skuteéng AAD = (A\D)U D\ A)=AUd=A.

(Inverzni prvek pro A) Pro inverzni prvek (—A) musi platit AA(—A) =
() tedy hledame takovou mnozinu B, ze (A\ B)U (B\ A) = 0. Vidime,
ze vysledek bude prazdna mnozina, pokud obé mnoziny A\ B a B\
A budou prézdné mnoziny. Z prvni mnoziny je patrné, ze je prazdna
pravé tehdy kdyz A C B a z druhé naopak kdyz B C A. Kombinaci
dostavame B = A, tedy inverzni prvek (—A) = A.

(Komutatitvita A) Komutativita A plyne z komutativity U, nebot
AAB = BAA je ekvivalentni tomu, zZe

(AN B)U(B\A) = (B\A)U(A\ B).

(Asociativita o) Plyne z asociativity (Zs, o).
(Vlastnost 1z,) Plyne pfimo z definice o.
(Distributivita) ProtoZe se pohybujeme nad koneénym télesem, vztah

(a+B)oA=(aoA)A(Bo A)

miizeme otestovat rozborem piipadi v zavislosti na hodnotach «, (.
Pro a = 8 =0, dostavame:

(a+8)oA=(0+0)0(A)=00A=0,

(a0 A)A(Bo A) = (00 A)A(0o A) = DA = 0.



Pro a = 3 = 1, dostavame:
(@+B)oA=(1+1)o(A)=00A=0,
(o A)A(BoA) = (1o A)A(1o A) = AAA = 0.
Pro a =1, 8 = 0 dostévame:
(@+B8)oA=(1+0)o(A)=10A=A4,
(o A)A(Bo A) = (1o A)A(0o A) = AAD = A.
Pripad o = 0, 8 = 1 plyne z komutativity A a +. Vztah
ao (AAB) = (a0 A)A(Bo B)

ukidZzeme podobnou analyzou v zavislosti na hodnoté a. Pro a = 0
dostavame:

ao(AAB) =00 (AAB) =,
(a0 A)A(ao B) = (00 A)A(0 o B) = AP = ().
Pro o = 1 dostavame:
ao(AAB) =10 (AAB) = AAB,
(do A)A(avo B) = (10 A)A(10 B) = AAB.
Cv. 2. Dokazte, ze v kazdém vektorovém prostoru V nad T plati

(a) Ov = 0y.
(b) (=

v = —v,

Resent:

(a) Abychom dokézali tuto vlastnost, vyuzijeme triku a to, Ze pfi¢teme vektor
Ov k vektoru awv, kde a # 0. Z distributivity dostavame

av+0v = (a+ 0)v = av.

Vidime, ze Ov se chova jako neutralni prvek, tedy nutné z jednoznac¢nost
neutarlntho prveku Ov = Oy

(b) Staci ukazat, ze v + (—1)v = Oy. To nahladneme nésledujicim zpisobem:
v+ (-lv=1v+(-1)v=(1—-1v=0=0.
Prvni rovnost plati z vlastnosti prvku 1, druha z distributivity a tieti z (a).

Cv. 3. Rozhodnéte, zda nasledujici tvoii podprostory R?:
(@) {(s+t,1)"|s,t €R},



(b) {(s,5s)" | s € R}.

Reseni:

(a) Abychom zkontrolovali, Ze se skuteéné jedna o vektorovy podprostor, musi
byt {(s+t,1)" | s,t € R} podmnozinou R? (coz ziejmé je) a musi byt uza-
viena na operace + a -. Uvédomte si, Zze uzavienost na inverzi a neutralni
prvek pro + plyne ze vztahti —v = —1-v a Ov = Oy. Uveden& mnozina nenfi
uzaviena na operaci +. Napfiklad pro dvojici (0,1)T, (1,1)T soucet (1,2)T
nelezi v uvedené mnoziné. O vektorovy podprostor se proto nejedna.

(b) Zde uz uzavienost na s¢itani plati. Dvojice (s, 5, )T a (¢,5¢t)T pro s,t € R se
secte na (s +t,5(s +t))T coz je vektor z uvedené mnoziny. Pokud uvazime
nasobeni vektoru (s,5s)” pro s € R skalarem a € R, dostavame vektor
(at,5(at))T, ktery taktéz lezi v uvedené mnozing. MnoZina je tedy uzaviend
na obé operace a proto je vektorovym podprostorem R2.

Cv. 4. Ukazte, ze {x € R" | Ax = 0} pro A € R™*" tvoii vektorovy podprostor R".
Rozmyslete, pro¢ tvrzeni pro obecnou pravou stranu neplati.

Reseni:
Staci ovéfit uzavienost na operace. Pro y, z € R" fesSeni soustavy Ax = 0 dosta-

vame
Aly+2)=Ay+A2=0+0=0.

Pro a € R a y € R” feSeni soustavy Ax = 0 dostavame
Alay) = aAy = a0 = 0.

Pokud bychom uvazovali libovolnou pravou stranu b # 0, poté stejny postup
selze, nebot napiiklad pro sc¢itani

Aly+z2)=Ay+Az=b+b#b.

Cv. 5. Bud V vektorovy prostor a M, N C V mnoziny vektori. Rozhodnéte, zda plati:



(a) Snadno nahlédneme, ze plati span(M) C span(span(M)), nebot kazdy vek-
tor z x € span(M) se da napsat jako trivialni linearni kombiance vektort
7z span(span(M)), tim ze zvolime 1-z. Naopak, necht y € span(span(M)).
Podle definice y = Zle a;y; pro y; € span(M). Kazdy y; € span(M) se
da z definice zapsat jako y; = 251:1 Bjxi; pro x;; € M. Pomoci substituce
muzeme vyjadiit

ki
y=> ald B =) Y @by
j=1

i=1 i=1 j=1
Vidime, Ze y se da vyjadiit jako linedrni kombinace x;; € M s koeficienty
vij = a;f3;, tedy y € span(M). Uvedena rovnost proto plati.

(b) Implikace plati, nebot kazda linearni kombinace = € span(M) takova, Ze
xr = Zle a;x; pro xr; € M je obsazena i v span(N), nebot x; € N.

(¢) Neplati, pokud napiiklad M = span(M) = span(N) 2 N. Tedy pokud
napitklad M =R a N =R\ «a pro libovolné o € R.

(d) Jiz vime z (b), ze plati inkluze span(M) C span(N). Protoze N C span(M),
vime, 7e také kazdé kombinace z = Y | ayz; pro x; € N nalezi do span(N)
(plyne z (a) ). Tedy span(N) C span(M). Tedy uvedena implikace plati.

Cv. 6. Uvazme vektorovy prostor vSech funkci f: N — Z,. Proi € N, bud a;: N — Z,

funkce definovana
, 1 pokud i =y,
ai(j) = ..
0 jinak.

Necht dale b: N — Z, je funkce takova, ze b(i) = 1 pro vSechna ¢ € N. Lezi b
v linearnim obalu ({a; | i € N})?

Reseni:
Jediny zpusob, jak vyjadiit b jako linedrni kombinace funkci a; pro i € N je
b = ) ey Vidime, Ze tato linedrni kombinace mé nekonecné mnoho clent,

proto b ¢ ({a; | i € N}).



