
P°íklady na procvi£ení z Lineární algebry 1 (ZS 2020/2021):

(7) Vektorové prostory, podprostory a lineární obal

Cv. 1. Jsou následující struktury vektorové prostory?

(a) (Rn,+, ·) nad N,
(b) (Rn,+, ·) nad Q,

(c) (Rn,⊕,⊗) nad R s operacemi

� x⊕ y = x+ y,

� α⊗ x = |α|x,
(d) (2M ,∆, ◦) nad Z2, kde M je daná mnoºina s operacemi

� A∆B = (A \B) ∪ (B \ A),

� 0 ◦ A = ∅ a 1 ◦ A = A,

(e) (F ,+, ·) nad T, kde F je mnoºina v²ech zobrazení f : M → V s M da-
nou mnoºinou a V vektorovým prostorem nad T. Operace jsou de�novány
standardn¥, tj.

� (f + q)(x) = f(x) + g(x),

� (α · f)(x) = αf(x).

�e²ení:

(a) Vektorový prostor je struktura de�novaná nad libovolným t¥lesem T. Mno-
ºina p°irozených £ísel N netvo°í t¥leso (nap°. neexistují inverzních prvky),
proto (Rn,+, ·) nad N není vektorový prostor.

(b) Mnoºina racionálních £ísel Q jiº t¥leso tvo°í. Protoºe uvaºujeme (Rn,+, ·)
nad Q, kde operace s£ítání a násobení jsou p°ejaté z de�nice pro standardní
vektorový prostor, víme, ºe budou mít stejné vlastnosti a proto je nemusíme
testovat. Jediné, co musíme zkontrolovat je uzav°enost na operace násobení
skalárem. Protoºe volíme α ∈ Q ( R, plyne uzav°enost na násobení ska-
lárem z uzav°enosti pro skaláry z R. Struktura (Rn,+, ·) nad Q tedy tvo°í
vektorový prostor.

(c) Jediný rozdíl mezi (Rn,⊕,⊗) nad R a standardním vektorovým prostorem
(Rn,+, ·) nad R je v operaci násobení, proto sta£í otestovat pouze její vlast-
nostni. Nap°íklad distributivita (α+β)⊗u = (α⊗u)⊕(β⊗u) není spln¥na
pro nenulové β = −α, nebo´

(α + β)⊗ u = (α− α)u = 0u = 0,

ale
(α⊗ u)⊕ (β ⊗ u) = |α|u+ |−α|u = 2|α|u.

(d) Struktura Z2 je t¥leso, ob¥ operace mají správnou signaturu a jist¥ jsou uza-
v°ené na 2M (ob¥ operace vrací op¥t podmnoºinu M). Vy²et°ení vlastností
vypadá následovn¥.
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Obrázek 1: (Asociativita ∆): A∆B, (A∆B)∆C, B∆C, A∆(B∆C)

i. (Asociativita ∆) Pro snaz²í nahlédnutí asociativity vyuºijeme diagram·
z Obrázku 1. Vidíme, ºe platí (A∆B)∆C = A∆(B∆C).

ii. (Neutrální prvek pro ∆) Jako p°irozený kandidát se nabízí prázdná
mnoºina ∅. Skute£n¥ A∆∅ = (A \ ∅) ∪ (∅ \ A) = A ∪ ∅ = A.

iii. (Inverzní prvek pro ∆) Pro inverzní prvek (−A) musí platit A∆(−A) =
∅ tedy hledáme takovou mnoºinu B, ºe (A \B)∪ (B \A) = ∅. Vidíme,
ºe výsledek bude prázdná mnoºina, pokud ob¥ mnoºiny A \ B a B \
A budou prázdné mnoºiny. Z první mnoºiny je patrné, ºe je prázdná
práv¥ tehdy kdyº A ⊆ B a z druhé naopak kdyº B ⊆ A. Kombinací
dostáváme B = A, tedy inverzní prvek (−A) = A.

iv. (Komutatitvita ∆) Komutativita ∆ plyne z komutativity ∪, nebo´
A∆B = B∆A je ekvivalentní tomu, ºe

(A \B) ∪ (B \ A) = (B \ A) ∪ (A \B).

v. (Asociativita ◦) Plyne z asociativity (Z2, ◦).
vi. (Vlastnost 1Z2) Plyne p°ímo z de�nice ◦.
vii. (Distributivita) Protoºe se pohybujeme nad kone£ným t¥lesem, vztah

(α + β) ◦ A = (α ◦ A)∆(β ◦ A)

m·ºeme otestovat rozborem p°ípad· v závislosti na hodnotách α, β.
Pro α = β = 0, dostáváme:

(α + β) ◦ A = (0 + 0) ◦ (A) = 0 ◦ A = ∅,

(α ◦ A)∆(β ◦ A) = (0 ◦ A)∆(0 ◦ A) = ∅∆∅ = ∅.
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Pro α = β = 1, dostáváme:

(α + β) ◦ A = (1 + 1) ◦ (A) = 0 ◦ A = ∅,

(α ◦ A)∆(β ◦ A) = (1 ◦ A)∆(1 ◦ A) = A∆A = ∅.

Pro α = 1, β = 0 dostáváme:

(α + β) ◦ A = (1 + 0) ◦ (A) = 1 ◦ A = A,

(α ◦ A)∆(β ◦ A) = (1 ◦ A)∆(0 ◦ A) = A∆∅ = A.

P°ípad α = 0, β = 1 plyne z komutativity ∆ a +. Vztah

α ◦ (A∆B) = (α ◦ A)∆(β ◦B)

ukáºeme podobnou analýzou v závislosti na hodnot¥ α. Pro α = 0
dostáváme:

α ◦ (A∆B) = 0 ◦ (A∆B) = ∅,

(α ◦ A)∆(α ◦B) = (0 ◦ A)∆(0 ◦B) = ∅∆∅ = ∅.

Pro α = 1 dostáváme:

α ◦ (A∆B) = 1 ◦ (A∆B) = A∆B,

(α ◦ A)∆(α ◦B) = (1 ◦ A)∆(1 ◦B) = A∆B.

Cv. 2. Dokaºte, ºe v kaºdém vektorovém prostoru V nad T platí

(a) 0v = 0V .

(b) (−1)v = −v,

�e²ení:

(a) Abychom dokázali tuto vlastnost, vyuºijeme triku a to, ºe p°i£teme vektor
0v k vektoru αv, kde α 6= 0. Z distributivity dostáváme

αv + 0v = (α + 0)v = αv.

Vidíme, ºe 0v se chová jako neutrální prvek, tedy nutn¥ z jednozna£nost
neutárlního prveku 0v = 0V .

(b) Sta£í ukázat, ºe v + (−1)v = 0V . To nahládneme následujícím zp·sobem:

v + (−1)v = 1v + (−1)v = (1− 1)v = 0v = 0.

První rovnost platí z vlastnosti prvku 1, druhá z distributivity a t°etí z (a).

Cv. 3. Rozhodn¥te, zda následující tvo°í podprostory R2:

(a)
{

(s+ t, 1)T | s, t ∈ R
}
,
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(b)
{

(s, 5s)T | s ∈ R
}
.

�e²ení:

(a) Abychom zkontrolovali, ºe se skute£n¥ jedná o vektorový podprostor, musí
být

{
(s+ t, 1)T | s, t ∈ R

}
podmnoºinou R2 (coº z°ejm¥ je) a musí být uza-

v°ená na operace + a ·. Uv¥domte si, ºe uzav°enost na inverzi a neutrální
prvek pro + plyne ze vztah· −v = −1 ·v a 0v = 0V . Uvedená mnoºina není
uzav°ená na operaci +. Nap°íklad pro dvojici (0, 1)T , (1, 1)T sou£et (1, 2)T

neleºí v uvedené mnoºin¥. O vektorový podprostor se proto nejedná.

(b) Zde uº uzav°enost na s£ítání platí. Dvojice (s, 5, s)T a (t, 5t)T pro s, t ∈ R se
se£te na (s+ t, 5(s+ t))T coº je vektor z uvedené mnoºiny. Pokud uváºíme
násobení vektoru (s, 5s)T pro s ∈ R skalárem α ∈ R, dostáváme vektor
(αt, 5(αt))T , který taktéº leºí v uvedené mnoºin¥. Mnoºina je tedy uzav°ená
na ob¥ operace a proto je vektorovým podprostorem R2.

Cv. 4. Ukaºte, ºe {x ∈ Rn | Ax = 0} pro A ∈ Rm×n tvo°í vektorový podprostor Rn.
Rozmyslete, pro£ tvrzení pro obecnou pravou stranu neplatí.

�e²ení:

Sta£í ov¥°it uzav°enost na operace. Pro y, z ∈ Rn °e²ení soustavy Ax = 0 dostá-
váme

A(y + z) = Ay + Az = 0 + 0 = 0.

Pro α ∈ R a y ∈ Rn °e²ení soustavy Ax = 0 dostáváme

A(αy) = αAy = α0 = 0.

Pokud bychom uvaºovali libovolnou pravou stranu b 6= 0, poté stejný postup
selºe, nebo´ nap°íklad pro s£ítání

A(y + z) = Ay + Az = b+ b 6= b.

Cv. 5. Bu¤ V vektorový prostor a M,N ⊆ V mnoºiny vektor·. Rozhodn¥te, zda platí:

(a) span(span(M)) = span(M),

(b) M ⊆ N ⇒ span(M) b span(N),

(c) M ⊆ N ⇐ span(M) b span(N),

(d) M ⊆ N ⊆ span(M)⇒ span(M) = span(N).

�e²ení:
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(a) Snadno nahlédneme, ºe platí span(M) ⊆ span(span(M)), nebo´ kaºdý vek-
tor z x ∈ span(M) se dá napsat jako triviální lineární kombiance vektor·
z span(span(M)), tím ºe zvolíme 1 · x. Naopak, nech´ y ∈ span(span(M)).
Podle de�nice y =

∑k
i=1 αiyi pro yi ∈ span(M). Kaºdý yi ∈ span(M) se

dá z de�nice zapsat jako yi =
∑ki

j=1 βjxij pro xij ∈ M . Pomocí substituce
m·ºeme vyjád°it

y =
k∑

i=1

αi(

ki∑
j=1

βjxj) =
k∑

i=1

ki∑
j=1

αiβjxij.

Vidíme, ºe y se dá vyjád°ít jako lineární kombinace xij ∈ M s koe�cienty
γij = αiβj, tedy y ∈ span(M). Uvedená rovnost proto platí.

(b) Implikace platí, nebo´ kaºdá lineární kombinace x ∈ span(M) taková, ºe
x =

∑k
i=1 αixi pro xi ∈M je obsaºena i v span(N), nebo´ xi ∈ N .

(c) Neplatí, pokud nap°íklad M = span(M) = span(N) ) N . Tedy pokud
nap°íklad M = R a N = R \ α pro libovolné α ∈ R.

(d) Jiº víme z (b), ºe platí inkluze span(M) ⊆ span(N). ProtoºeN ⊆ span(M),
víme, ºe také kaºdé kombinace x =

∑k
i=1 αixi pro xi ∈ N náleºí do span(N)

(plyne z (a) ). Tedy span(N) ⊆ span(M). Tedy uvedená implikace platí.

Cv. 6. Uvaºme vektorový prostor v²ech funkcí f : N→ Z2. Pro i ∈ N, bu¤ ai : N→ Z2

funkce de�nována

ai(j) =

{
1 pokud i = j,

0 jinak.

Nech´ dále b : N → Z2 je funkce taková, ºe b(i) = 1 pro v²echna i ∈ N. Leºí b
v lineárním obalu 〈{ai | i ∈ N}〉?

�e²ení:

Jediný zp·sob, jak vyjád°it b jako lineární kombinace funkcí ai pro i ∈ N je
b =

∑
i∈N ai. Vidíme, ºe tato lineární kombinace má nekone£n¥ mnoho £len·,

proto b /∈ 〈{ai | i ∈ N}〉.
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