5. Grupy a télesa

Cv. 5.1 Zjistéte, zda je (Abelovou) grupou:

(a) (@ +),

(b) (@, -),

(©) (@),

(d) (Q\{0},0), kde a o b = |ab| pro vSechna a,b € Q,

(e) (Q,0), kde aob= %2 pro viechna a,b € Q,

(f) (@, )kdeaob=a+b+3provsechnaabe(@,

(g) (F,+), tj. mnozina F vSech realnych funkei jedné proménné s operaci s¢i-
tanl funkef,

(h) mnozina rotaci v R? kolem pocatku s operaci skladani zobrazen,

(i) mnoZina posunuti v R? s operaci skladani zobrazeni.

Reseni:
(a) (Q,+) je Abelovou grupou:

e s¢itani je komutativni i asociativni operace,
e neutralni prvek je 0

e k racionalnimu ¢&islu ¢q je inverzni prvek —gq.

(b) (Q,—) neni grupou, protoze rozdil racionalnich ¢isel neni asociativni ope-
race. Napiiklad (8 —6) —1=1#3=8—(6—1).

(¢) (Q,-) neni grupou. Soucin je sice komutativni i asociativni operace a existuje
neutralni prvek 1, ale k ¢islu 0 neexistuje inverzni prvek.

(d) (Q\{0}, o) s operaci aob = |ab| neni grupou, protoze neni zarucena existence
neutralniho prvku. Pro kazdé a < 0 a ¢islo e je ao e = |ae| > 0 > a. Tudiz
zadné e nemuze spliovat definici neutralniho prvku pro zaporna a.

(e) (Q,0) s operaci aob = “TJ“b neni grupou, protoze aritmeticky prumeér ¢isel

neni asociativni. Napiiklad pro a = 1, b = 5, ¢ = 7 mame ao (boc¢) =
5 (1+57) =35+#5=3 (1+5+7) (aob)oc.
(f) (Q,0) s operaci aob = a+ b+ 3 je Abelovou grupou. Asociativita a komu-
tativita plati z asociativity a komutativity s¢itani nad Q. Neutralni prvek
je e = =3, protoze pro kazdé a € Q plati

ace=a+(-3)+3=a=(-3)+a+3=coa.

Koneéné, inverzni prvek k prvku a € Q je a=! = —a — 6, protoZe

aoca'=a+(-a—6)+3=-3=e=-3=(—a—6)+a+3=a'oa.

(g) (F,+) je grupou. Asociativita plyne z definice sou¢tu funkei a asociativity
s¢itani nad R. Pro kazdé f,g,h € F a x € R plati f(z) + (g(z) + h(z)) =
(f(x) 4+ g(x)) + h(x). Neutralni prvek je identicky nulova funkce e(x) = 0
pro v8echna x € R. Inverzni prvek k funkci f € F je funkce —f.



(h) MnoZina rotaci v R? kolem po¢atku je Abelovou grupou. Asociativita plyne
z asociativity skladani zobrazeni. Komutativita plati také, protoze uvazu-
jeme rotace v roviné. Neutralnim prvkem je naptiklad rotace o 360 stupni.
Inverznim prvkem k rotaci o thel « je rotace o thel o v opa¢ném sméru.

(i) Mnozina posunuti v R? je Abelovou grupou. Asociativita plyne z asociati-
vity skldadani zobrazeni a komutativita z komutativity s¢itani vektort. Ne-
utrdlnim prvkem je identické zobrazeni e((z1, z2)T) = (w1, 22)T (tj. posunuti
vektorem (0,0)7) a inverzim prvkem k posunuti ¢((xy, 22)7) = (z1,29)7 +
(a,b)T je posunuti t 1 ((x1, 22)T) = (21, 22)" — (a,b)T.

Cv. 5.2 Vyplite tabulku pro binarni operaci o na G tak aby (G, o) byla grupou s neut-
ralnim prvkem 0. Vysledek zdivodnéte.

o|0]1
(a) | 0
1
o| 0112
0
b)
2
(©) ot
ol01]1]12/3
0
(d) |1 0
2
3
Reseni:

V8echny tabulky az na posledni jsou uréeny jednoznacné. Fakt, ze 0 je neutralnim
prvkem pro o urc¢uje prvni fadek i sloupec tabulky. Existence levé i pravé inverze
omezuje pozice 0 na diagonale nebo symetricky podle diagonaly. Asociativita
vynuti zbylé pozice. Dostavame:

o

(a) [0 8 1 . aditivni grupa modulo 2, tj. (Za, +)
11110
ol0]1]2

(b) (1) (1) ; (2) . aditivni grupa modulo 3, tj. (Zs, +)
21201

(c) 8 8 ... trivialni grupa,




Cv. 5.3

Cv. 54

ol0]12]3 o|0|1|2/3
00123 0/0]12]|3
(d)[1]1/0]3|2|anebo|1|1]0]3|2]|
21213011 212131110
31312110 31312101

Prvni je Kleinova grupa symetrii obdélnika, a to druhé je (Z4,+) s piejme-
novanymi ¢isly (prohozena 1 a 2).

Rozhodnéte a zduvodnéte, zda je Abelovou grupou mnozina

1 =z . . "
0 1)% € 7Z ¢ s maticovym souc¢inem.

Reseni:

Ano. Nejdiive ukazeme, ze maticovy soucin je uzavieny pro danou mnozinu. Pro

vSechna a,b € Z
I a\ (1 b\ (1 a+b
06 1)=6"1") g

coZ je matice nélezejici do zadané mnoziny (nebot celd ¢isla jsou uzaviena na
soucet).
Asociativita maticového sou¢inu na dané mnoziné plyne z asociativity matico-

vého soucinu pro obecné ¢tvercové matice stejnych rozmér.

Neutralnim prvkem je jednotkova matice fadu dva, jez patii do zadané mnoziny
(volbou z :=0 € Z).

Inverznim prvkem pro matici (§ ) je celo¢iselna matice (§ %), coz plyne z rov-
nosti .

Zadana mnozina matic spolu s maticovym soucinem tvofi grupu. Zbyva oveérit,
zda je maticovy soucin pro tyto matice komutativni. Komutativita maticového
soucinu plyne z rovnosti a komutativity s¢itdni nad Z. I kdyZ obecné souc¢in
matic neni komutativni, pro nasi tfidu matic komutativita splnéna jest.
Overili jsme tedy, Ze se jedné o Abelovskou grupu.

Mé&jme grupu (G, o) s neutralnim prvkem e a inverze k prvku a necht je a™'.
Provedte:

(a) najdéte e,

(b) upravte (aob)~?

Reseni:

(a) e7! =¢, nebot eoe =e.

(b) (aob)™'=b"1oa! nebot
(aob)o(b_loa_l):ao(bob_l)oa_l:aoeoa_lzaoa_lze

a analogicky v opacném poradi.



Cv. 5.5 Najdéte ruzné piiklady podgrup grupy matic (R"*" +).

Reseni:
Prikladi je nespocet. Podgrupou je takova (neprazdné) podmnozina matic R™*™,
ktera je uzaviend na nésobky a soucty. Prikladem je tak napiiklad podgrupa
symetrickych matic. Dalsimi piiklady jsou trojuhelnikové matice, horni troja-
helnikové matice, diagonélni matice, matice s racionalnimi ¢isly, matice s celymi
¢isly, atp.

Cv. 5.6 Vyjadrete jako prvky daného télesa vyrazy:

(a) ((2 Y+ 1)4)7 a 4/3 v telese Zs,
(b) 6+7, =7,6-7,71a6/Tv télese Zy;.
Reseni:

(a)

Téleso Zs je definovano jako mmnozina vSech zbytku v Z po déleni 5 spolu
s operacemi souctu a sou¢inu modulo 5. Pro ndzornost uvadime tabulky pro
obé operace.

Zo+ [0 1121374] [Zs,-]0[1]2]3]4
0 (0|1]2[3]4 0 [0(0[0]0]0
1T [1]2]3]4]0 1 |0|1]2]3]4
2 (23401 [ 2 |ol2[4]1]3
3 [3]4]0[1]2 3 [0[3[1[4]2
4 |4]ol1[2]3 4 [ol4[3]2]1

Podle definice télesa ma mnozina Zs \ {0} = {1,2,3,4} se souc¢inem mo-
dulo 5 tvorit Abelovu grupu; zde je to takzvana multiplikativni grupa mo-
dulo 5. V tabulce miZzeme nékteré vlastnosti grupy snadno nahlédnout,
napiiklad komutativitu nebo existenci neutralniho a inverzniho prvku.

Nyni miizeme vyhodnotit zadané vyrazy v Zs, kde pfi vypoctu nalezneme
multiplikativni inverzi k libovolnému a € Zs \ {0} v tabulce tak, ze v fadku
s a najdeme hodnotu 1 a index b odpovidajiciho sloupce musi byt hledana
multiplikativn{ inverze a=!, protoZe a - b = 1 v Zs. Dostavame:

'+ D) =B+ T =U- ' =) =1vZs

4/3=4-3"1=4.2=3v Zs.

Postupujeme podobné jako pro Zs, ale nebudeme konstruovat celou tabulku
pro soucin v Zi1. Dostavame:

6+7=64+7 (mod*)11 =13 (mod %)11 =2 v Zy;,
—7=11-7 (mod x)11 =4 v Z;.
6-7=6-7 (mod x)11 =42 (mod *)11 =9 v Z1;.



Cv. 5.7

Cv. 5.8

P1i hledani multiplikativni inverze k prvku 7 miizeme postupovat jako pfi
vypoctu fadku odpovidajictho 7 v tabulce pro souc¢in v Z,. Vypocet zasta-
vime v momenté, kdy uvidime na pravé strané ¢islo 1:

7-1=7,
7-2=3,
7-3 =10,
7-4=6,
7-5=2,
7-6=09,
7.-7=75,
7-8=1.
Vidime, ze
T =8v Zy.

Tuto hodnotu vyuzijeme i pii poslednim vypoctu:

6/7=6-7"'=6-8=48 (mod *)11 =4 v Zi;.

Nad Zs najdéte mnozinu vSech feSeni soustavy rovnic

3r+2y+z =1,
dr +y+32=3
a spocitejte jeji mohutnost.
Reseni:
Postupujeme podobné jako pro soustavy rovnic nad R. Vyuzijeme toho, Ze elimi-

novat prvky pod pivotem mizeme pri¢tenim vhodného nésobku radku s pivotem.
Pri¢tenim 2-nasobku prvniho fadku k druhému dostavame

(3 2 11>N<3 2 11)
4 1 3|3 00 00/
Za volné proménné zvolime parametry y, z € Zs a vyjadiime
r=3"1-2y—2)=2(1+3y+42) =2+y+ 3z
Mnozina vSech feseni dané soustavy je tedy
{(2,0,0)" +y(1,1,0)" + 2(3,0, )" | y, 2 € Zs}.

Mame 25 = 5 - 5 riznych voleb parametri y a z a mohutnost mnoziny feSeni je
tedy 25.

V Z7 spoéitejte mocninu matice A% pro matici A = (32).

Resendi:



Cv. 5.9

Nad koneénym télesem musi byt posloupnost matic A* proi =1, ..., 0o cyklicka.
Spoc¢téme nékolik prvnich ¢lent této posloupnosti:

o (32
a-a= (7).

IR
(66
GGG
GG
G966
(6

Vidime, ze perioda této posloupnost je 6. Hledanou mocninu matice tedy spoci-

tame jako

2 0
100 _ A100 (mod *)6 _ A4 __
A A A (O 2) .

Poznamka. Trochu prace si mtizeme usettit tim, Ze si uvédomime, Ze druha moc-
nina ma tvar A% = 41,. Tudiz

AIOO — (A2)50 — (4]2)50 — 450]n.

Tim jsme maticovy problém zredukovali na skalarni problém. Z Malé Fermatovy
véty vime, Ze 4% =1 v Zy, ¢ili

450]71 — 450 (mod *)GIn — 42In _ 2In

03332

Spocitejte 2 v télese Zs;.

Reseni:
7Z Malé Fermatovy véty vime, Ze v télese Zs; je 20°° = 1. Proto

203332 — 203332 (mod %)30 — 202 — 98,



6. Permutace

Cv. 6.1 Mg¢jme permutace
(1 2 3 456 (1 2 3 456
P=\234165) 97\1 32506 4)

Najdeéte jejich cykly, znaménka, inverze a slozte permutace p, ¢ mezi sebou v obou
poradich.

Reseni:

Permutace p zobrazuje 1 — 2, dale 2 — 3, 3 —+ 4 a 4 — 1. Tudiz jeden cyklus
je (1,2,3,4), analogicky druhy cyklus je (5,6). Tudiz zapis permutace pomoci
cykla je p = (1,2,3,4)(5,6).

Podobné pro permutaci ¢ mame 1 — 1 (prvni cyklus), 2 — 3, 3 — 2 (druhy
cyklus) a 4 — 5,5 — 6, 6 — 4 (tfeti cyklus). Permutaci ¢ lze zapsat pomoci
cykla jako ¢ = (1)(2,3)(4,5,6).

Permutace p je zadana na n = 6 prvcich a sklada se ze ¢ = 2 cyklua, proto
mé znaménko sgn(p) = (—1)nPofet vkl — (_1)6=2 — 1 Podobné spocitame
sgn(q) = (—1)°7% = —1.

Inverzni permutaci k permutaci p mizeme najit nékolika zptisoby. Pokud vy-
jdeme z tabulkového zadéni p, tak stac¢i prohodit oba tadky, ¢imz se ze vzoru
stanou obrazy a naopak, a pak jen setridit sloupce od nejmensiho po nejveétsi.
Dostaneme p~! vyjadiené tabulkou

Pokud vyuzijeme zapisu p pomoci cykli, staci pouze prohodit poradi ¢isel v kaz-
dém cyklu, tj. p~* = (4,3,2,1)(6,5). Zde si mizeme uvédomit, Ze cykly délek 1
a 2 nemusime invertovat, protoze jsou sami sobé inverzni.

Permutace skladdme jako kazdé jiné zobrazeni, tedy p o g zobrazi prvek i na
p(q(7)). Tabulkové vyjadieno

1 2 3 45 6
gLl lLd
1 3 2 5 6 4
p Ll Ly
24 3 6 5 1

¢ili
1 23 456
2436 5 1)
Podobné mizeme postupovat pomoci popisu pies cykly a dospéjeme k vyjadreni

poq = (1,2,4,6)(3)(5). Pro srovnani, slozeni v opacném pofadi je gop =
(1,3,5,4)(2)(6). To ilustruje, ze skladani permutaci neni komutativni.



Cv. 6.2

Cv. 6.3

Mé¢jme permutaci
p=(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).

Spoditejte permutace p® a p~14.

Pro jakou nejmensi mocninu k£ > 1 dostaneme p* = id?

Reseni:

Naivni zpiisob spocitani p? je sloZit postupné permutaci p? = popopopopo
popopop.

Efektivngjsi zpusob pocitani vysokych mocnin (¢ehokoli) je vyuziti dvojkového
zapisu exponentu a iterovaného mocnéni na druhou. Konkrétné k permutaci p°
se dostaneme tak, Ze spocitame p? = p o p, néasledné p* = p2 o p?, p® =ptopta
nakonec p° = p® o p.

V nasem pripadé, kdy mocnime permutace, mizeme vyuzit jesté rozkladu na
cykly. Cyklus p = (uy, ..., u;) délky k se pii mocnéni chova tak, ze p* = id a
p**t1 = p. To nas vede k metodé, kdy budeme mocnit kazdy cyklus zvlast a moc-
ninu daného cyklu spocitame efektivné s vyuzitim modula jeho délky. Konkrétné,
(1,3,4)° =id, (2,5)? = (2,5)' = (2,5) a (6,11,10,9,8,7)? = (6,11,10,9,8,7)> =
(6,9)(7,10)(8,11) Tudiz

p’ = (1)(2,5)(3)(4)(6,9)(7,10)(8, 11).

Permutaci p~* uréime stejnym zpiisobem s tim, Ze uvazujeme i zaporné expo-
nenty. Tudiz (1,3,4)~ = (1,3,4), (2,5)"* = (2,5)° = id, (6,11,10,9,8,7) 14 =
(6,11,10,9,8,7)* = (6,8,10)(7,9, 11). Nakonec dostavame

p = (1,3,4)(2)(5)(6,8,10)(7,9,11).

Abychom uréili nejmensi mocninu & > 1 takovou, ze p* = id, podivame se na
jednotlivé cykly a zjistime, jaké mocniny daji identitu. Prvni cyklus ma délku
3, tedy treti mocnina a jakykoli jeji cely nasobek daji identitu. Podobné druhy
cyklus mé délku 2, ¢ili identitu dostaneme pro sudé mocniny, a konecné tieti
cyklus délky 6 vede na mocninu 6. Nejmensi spoleény nasobek c¢isel 2, 3,6 je 6,
tedy hledané k = 6. P1i Sesté mocniné se prvni cyklus protoci 2-krat, druhy
3-krat a posledni 1-krat.

Rozlozte permutaci (1,2,3,4,5) na sloZeni transpozic, a to alespoii dvéma riz-
nymi zptsoby. Jaky je nejmensi mozny pocet transpozic, které k rozkladu po-
tfebujeme?

Reseni:
Dvé mozné teseni jsou:

(1,2,3,4,5) = (1,2)(2,3)(3,4)(4,5) = (1,5)(1,4)(1,3)(1, 2).

Transpozic musi byt alespon 4. Kazda nova transpozice snizi pocet cykli maxi-
malné o 1, takze abychom z identity zkonstruovali cyklus délky 5, potrebujeme
alespon 4 transpozice.



Cv. 6.4

Cv. 6.5

Cv. 6.6

Dokazte, ze kazdou permutaci p € S, 1ze slozit pomoci n—2 nebo n—1 transpozic.

Resent:

V piedchozim cviceni [6.3] jsme vidéli, Ze kazdy cyklus délky c lze slozit pomoci
¢ — 1 transpozic. Pokud se tedy permutace p skladé z pravé k cykla, tak ji
umime slozit z pravé n — k transpozic. Tim padem kazdou permutaci lze zlozit
z maximalné n — 1 transpozic. Pokud pocet transpozic je mensi nez n — 2, tak
pridame piislusny pocet dodatecnych (a v zasadé zbytecnych) para transpozic
(,7)(4, j) tak, abychom pocet transpozic navysili na pozadovany pocet.

Urcete znaménko permutace r zadané tabulkou:

/1 2 3 .. n-1n
"T\n n-1 n-—2 .. 2 1

Reseni:

Permutaci » miizeme pomoci cyklu zapsat jako

1,n)(2,n—1)... (% nt2 ro n sudé,
e b
(1,n)(2,n —1)... (%2, 23)(2t)  pro n liché.

2
V prvnim piipadé mame 5 cykld, v druhém ”T_l cykli. Celkové tedy dostavame,
7e
. ) —1)" 2 = (—1)2 ro n sudé
Sgn(r) — (_1>n—pocet cykla __ ( ) ) ( ) . p . ’
=(—1)"2  pro n liché.

|
—_
~
—
0|3
| I—

Souhrnné muzeme téz psat sgn(r) = (

Najdéte vechny permutace spliwjici p € Sip a p* = (1,3)(2,4)(7,8,9,10).

Resendi:

Podivejme se nejprve, jak muze vzniknout cyklus (1,3). Aby se 1 zobrazilo na
3 v p?, musi v p byt souddsti n&jaké cyklu (...,1,a,3,...). Podobn& aby se
3 zobrazilo na 1, musi byt (...,3,b,1,...). Spojenim obou tuseki dostavame
(...,1,a,3,b,1,...), tedy nutné cyklus (1, a, 3,b). V permutaci p* se tento cyklus
rozpadne na 2 podeykly (1,3)(a,b). Ze struktury p? je jedind moznost, ze a =
2,b = 4 nebo symetricky a = 4,b = 2.

Aby se dale prvky 5 a 6 zobrazily v p? sami na sebe, musi se bud oba zobrazit
sami na sebe uz v p, nebo tvofit cyklus o dvou prveich (5, ¢), (6,d). Pokud by
libovolné z ¢isel byl soucasti delstho cyklu, slozenim permutace sama se sebou
bychom uZ nedostali (5), resp. (6). Ze struktury p* dale nutné vyplyva, ze ¢ = 6
a d =5, jinak by (d) a (c) nebyly cykly z p?.

Zbyva urc¢it p(7), ..., p(10). Podobné jako v pfipadé prvki 1, 3 odvodime, Ze musi
existovat usek (...,7,¢e,8,f,9,9,10,h,7,...), resp. cyklus (7,¢,8, f,9,¢, 10, h, 7),
ktery ale nejsme schopni pouze s pomoci prvku 7,...,10 zkonstruovat. Z toho
divodu zaddné permutace p nespliuje zadani.

Pozndmka. Znaménko permutace p? je vzdy sudé (pro libovolnou permutaci p),
nebot plati sgn(p?) = sgn(p)segn(p) = sgn(p)?> = 1. Ale zadana permutace
(1,3)(2,4)(7,8,9,10) mé& znaménko (—1)'° = —1, tudiz nemize byt druhou
mocninou zadné permutace.



Cv. 6.7

Cv. 6.8

Cv. 6.9

Dokazte, ze slozenim permutaci dostaneme permutaci.

Reseni:

Abychom dokézali toto tvrzeni, stac¢i ukézat, Ze slozeni dvou permutaci p, ¢ € S,,
je prosté a na. Poté se bude jednat o bijekci na kone¢né mnoziné, coz odpovida
definici permutace. Toto piijde jednoduse dokézat z faktu, Zze obé permutace tyto
vlastnosti spliuji.

Prosté: Méjme z,y € {1,...,n} a necht plati

(o a)(@) = ple(x)) = pla(y)) = (P o a)(y).
Protoze zobrazeni p je prosté, plati, Zze nutné ¢(x) = ¢(y). Nyni vyuZijeme toho,
Ze je prosté ¢ a tedy plati, ze x = y. Tedy i zobrazeni (p o q) je prosté.
Na: Aby platila tato vlastnost, musi pro kazdé =z € {1,...n} existovat prvek
y € {1,...,n} takovy, Ze (p o q)(y) = p(q(y)) = z. Protoze zobrazeni p je
»ha“, tak existuje z € {1,...,n} takové, ze p(z) = x. Zaroven z vlastnosti na
permutace ¢ existuje y, ze q(y) = z. Toto y spliwje tedy vztah ¢(p(y)) = x.

Najdéte vSechny symetrie obdélniku, popiSte je permutacemi a ovérte, Zze tvori
podgrupu grupy (Sy, o).

Reseni:
Obdélnik ma ¢tyfi symetrie:

identita, ktera odpovida permutaci id = (1)(2)(3)(4),
preklopeni podle svislé osy odpovida permutaci (1,2)(3,4)

preklopeni podle vodorovné osy odpovida permutaci (1,3)(2,4),

otoceni o 180° odpovida permutaci (1,4)(2, 3).

Snadno ovéiime, Ze tato mnozina permutaci je uzaviena na inverze a skladani,
¢ili tvori podgrupu.

Najdéte vSechny symetrie ¢tverce, popiste je permutacemi a ovéite, Ze tvori
podgrupu grupy (Sy, o).

Reseni:
Analogické predchozimu cviceni 6.8, Kromé taméjsich symetrii zde mame navic:

preklopeni podle diagonaly, coz odpovida permutaci (1,4)(2)(3),

preklopeni podle sikmé diagonaly, coz odpovida permutaci (1)(4)(2,3),

otoeni o 90° ve sméru hodinovych rucicek, coz odpovida (1,2,4, 3),

oto¢eni o 90° proti sméru hodinovych rucicek, coz odpovida (1, 3,4, 2).

Opét ovérime, Ze tato mnozina osmi permutaci je uzaviené na inverze a skladani,
takze tvori podgrupu.
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