LINEARNI ALGEBRA PRO POKROCILE

MARTIN CERNY, HANKA SALAVCOVA

KAM.MFF.CUNI.CZ/~CERNY
CERNY(@KAM.MFF.CUNI.CZ

OCTOBER 17, 2023



FORMALNI1 ZALEZITOSTI

m informace k cviceni: kam.mff.cuni.cz/~cerny

m kontakt: cerny@kam.mff.cuni.cz

m literatura: Pavel Klavik: Povidani o linearni algebre
> na strankach cviceni

m Zapocet: ziskani 100bodu z domacich Gloh
» opét na strankach

m Na co jsem zapomnél?




SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC




ZADANT PROBLEMU - SOUSTAVA LINEARNICH ROVNIC

m rovnic o n neznamych
B 041 Xq + A12X2 + -+ - + AipXp = by
B 0x1X1 + GpXo + - - + GonXp = by
m:
B 0miXq + GmaXo + - -+ + AmnXn = b




ZADANT PROBLEMU - SOUSTAVA LINEARNICH ROVNIC

B 01 Xq + A12X2 + -+ - + GipnXp = by

W 0y Xq + GxXo + -+ -+ GopXn = b,

m:

B 0mXi + GmaXz + - + GmnXn = bm
Nazvoslovi:

m aj ... Roeficienty

m b; ... prave strany

W X; .. proménne

m (0,05,...,00) ... ohodnoceni soustavy

m Ax = b ... znaceni soustavy rovnic

Problém: Nalézt ohodnoceni spliiujici soustavu rovnic (Feseni)




RESENT A ANALYZA PROBLEMU

B Qy1Xq + AX2 + - - - + QinXp = by

B 0x1X1 + GpXo + - -+ + GonXp = by
m:

B 0miXq + GmaXo + - -+ + GmnXn = b

Otazky:
1. Jak problém resit?
2. Jak vypada mnozina reseni?




JAK PROBLEM RESIT?




1. JAK PROBLEM RESIT?

B GuXq + GiXo + - -+ + QinXp = by

B 0xX; + Ax0Xo + -+ + QapXn = by
m:

B Am1Xq + GmaXa + -+ + QmnXn = by

1. zkousSenim

> neefektivni
» jak volit ohodnoceni?
» Vjakém vztahu jsou proménné?

2. dosazovanim




DOSAZOVANI - PRIKLAD

m2X—y=—1
B X+2y—z=3
m-y+22=1

1. vyjadreni x z 1. rovnice
1 1
> X=3Y—3
2. dosazeni do zbylych rovnic




DOSAZOVANI - PRIKLAD

"=y

" -y —3) ty-z=3

m-y+27="1

1. vyjadreni x z 1. rovnice
> x=3Y—3

2. dosazeni do zbylych rovnic




DOSAZOVANI - PRIKLAD

1. vyjadreni x z 1. rovnice
1 1
> X=3Y—3
2. dosazeni do zbylych rovnic
3. Oprava rovnic
4. vyjadreniy z 2. rovnice
—2,.5
> y= 32+ 3
5. dosazeni do treti rovnice



DOSAZOVANI - PRIKLAD

— 1y _1
BX=3y—3
3y—_7z—23
W oYy—27Z=3

2 5 =
| —(3Z—|—3>—|—22—1

1. vyjadreni x z 1. rovnice
1 1
> X=3Y—3
2. dosazeni do zbylych rovnic
3. Uprava rovnic
4. vyjadreniy z 2. rovnice
—2,.5
> y= 32+ 3
5. dosazeni do treti rovnice
6. Uprava rovnice
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DOSAZOVANI - PRIKLAD

1,1
IX—iy 2

3y—_7 — 5
moy-Z=3,
mz=2

1. vyjadreni x z 1. rovnice
> x=3Y—3
2. dosazeni do zbylych rovnic
3. Uprava rovnic
4. vyjadreniy z 2. rovnice
> y=2z432
5. dosazeni do treti rovnice
6. Gprava rovnice
7. zpétna substituce: y = 3, x =1



1. JAK PROBLEM RESIT?

W 011X1 + Q12X> + - - + AipXp = by

W 0y X + 02X + - + G2nXp = by
m:

B AmiXs + GmaXz + -+ - 4+ AmnXn = b

1. zkousSenim

» neefektivni

» jak volit ohodnoceni?

» V jakeé vztahu jsou proménné?
2. dosazovanim

> vypocetné narocné
3. Upravou soustavy




CO SE STANE SE SOUSTAVOU, KDYZ...

W 011X1 + A12X> + - - + AipXp = by
B 0y X; + AxpXp + - - + QanXn = by

m:
B OmiX1 + AGmaXo + -+ - + AmnXn = bm

1. ...odebereme rovnici?
> mnoZina feseni se muze zvétsit
» neni zadouci

2. ..pridame rovnici?
» mnoZina feseni se muzZe zmensit
> roste velikost soustavy

3. ...nahradime rovnici?

> mnoZina feSeni se mliZe zménit
» mize mit smysl, pokud zachovame mnozinu reseni




JAK MENIT ROVNICE SOUSTAVY?

W 011X1 + A12X2 + - - + AipXp = by

B 0y X; + AxpXp + - - + QanXn = by
m:

W dmiXq + GmaXo + - -+ + AmnXn = b

1. nahodile

» nemuUzZeme zanalyzovat, co se stalo
2. vyuzit uz existujicich rovnic

» — kombinovat existujici rovnice




KOMBINOVANI ROVNIC - PRIPRAVA

Namisto...
B 411Xq + Q12X2 + - - + QipXn = by
B 0x1X1 + Gx0Xo + -+ + GanXp = by

u

B AmiXq + GmaX2 + - - - + AmnXn = b
radéji...

mA=28B

mC=D

m:

mE=F

Cil: Nahradit A = B, abychom zachovali existujici feseni.
1. na zakladé informace zA =B
2. na zakladé informacezA=Ba(C =D




REGULARNI ROVNICOVE UPRAVY

1. UpravaA=Bna oA =aB,a#0
2. UpravaA=BnaA+C=B+D

Upravy neménici mnozinu feseni
VySe uvedené Gpravy neméni mnozinu reseni.
Dukaz: Upravy neméni mnoZinu FeSeni pokud se daji vratit zpét.
m xfeSIA=B — xfeSioA=aB
mxreSIA=B — xreSiA+C=B+D
B mnozina feSeni mlze byt jenom vétsi
1. provedeni Gpravy (mnozina se v nejhorSim zvétsi)

2. provedeni inverzni Gpravy (mnozina se v nejhorsim zvétsi)
3. plvodni soustava = Upravy neméni mnozinu reseni



REGULARNI ROVNICOVE UPRAVY

1. UpravaA=BnaoA=aB,a#0
2. UpravaA=BnaA+C=B+D

Upravy neménici mnozinu feseni

VySe uvedené Gpravy neméni mnozinu reseni.

Dukaz: Upravy neméni mnoZinu feseni pokud se daji vratit zpét.
1. provedeni Gpravy (mnozZina se v nejhorSim zvétsi)
2. provedeni inverzni Gpravy (mnozina se v nejhorsim zvétsi)
3. plvodni soustava = Gpravy neméni mnozinu feSeni

+(C =D)
puvodni — upravena
‘o soustava soustava
puvodni [T * upravend ‘T(C —D)
soustava soustava (=1) I - l'(_l)

o

P e



REGULARNI ROVNICOVE UPRAVY

Regularni rovnicové Upravy

Rovnicové Upravy
1. A=Bna oA = aB, a # 0,

2. A=BnaA+ C=B+D,kde C =D je soucasti soustavy

nazyvame regularni, protoZze neméni mnozinu feseni. To je diky
tomu, Ze je lze invertovat. Regularni Gpravy jsou zakladem pro
Gaussovu eliminaci.




RESENT A ANALYZA PROBLEMU

B Qy1Xq + AX2 + - - - + QinXp = by

B 0x1X1 + GpXo + - -+ + GonXp = by
m:

B 0miXq + GmaXo + - -+ + GmnXn = b

Otazky:
1. Jak problém resit?
2. Jak vypada mnozina reseni?



JAK VYPADA MNOZINA RESENi?




JAK VYPADA MNOZINA RESENI?

W 011X1 + Q12X2 + - - + AipXp = by

W 0x1X1 4 Gx2X2 + - -+ + G2nXn = by
|

B AmiXq + OGmaXo + -+ - + AmnXn = bm

B X=(X,X2,...,Xn) ... N-sloZRovy vektor
> bodvR"




JAK VYPADA MNOZINA RESEN1 JEDNE ROVNICE?

| G1X1+C12X2+---+Clan:b

1. pochopime pro jednu rovnici

2. MnozZina reseni = N reseni rovnice
vsechny rovnice




JAK VYPADA MNOZINA RESEN1 JEDNE ROVNICE?

|| a1X1—|—a2X2—|-'--—|—Clan=b

Kdyza,=a,=---=a,=0..
1. b=o
» — vSechna ohodnoceni jsou feseni
2. b+#0

> — feSeni neexistuje

Predpoklad: Aspon jedno z a; # o.




1 PROMENNA

ax=>b

mX=

ol

» a+#0..zpredpokladu

Mnozina reSeni soustavy o 1 proménné

Mnozinu feseni ax = b tvori bod.




2 PROMENNE

aqXq aF axXo = b

Postup: rozdéleni pfipadu
Ha =0
> a.x, =b — xzza—bz
> mnoZina feseni = {(c, 2) | c € R}
ma,=0
» ax,=b — xzzaﬂ1
> mnozina fedeni = {(2,c) | c e R}
Ba,ZA0AN0, #0
> aX 40X =b — xzz—g—;x1+a%
> mnozina feSeni = {(x:, —gx: + a%) | x; € R}
» Pro kazdé x, jednoznacné urcena druha souradnice

Mnozina reSeni soustavy o 2 proménnych

MnoZzina feSeni a,x, + a,X, = b tvofi pfimku.



3 PROMENNE

Mnozina reSeni soustavy o 3 proménnych

Mnozina feSeni a.X; + @,X, + a3Xx3 = b tvofri rovinu.

Dukaz: analogicky
m Blno a, # o (jinak se dikaz zméni jen RosmeticRy)
WX =2 Bx;+ 2

B ProXx, =X3 =0
b
m = (;.,0,0)




3 PROMENNE

Mnozina reSeni soustavy o 3 proménnych

Mnozina feSeni a.X; + @,X, + a3Xx3 = b tvori rovinu.

Dukaz:
b _ _a a b
m (;,0,0) X1 ==X — @2X3+ ¢
1. Zménime X, 0 €
> = (2 —2cc0)

» linearni zavislost 1. slozky na 2. slozce

> s c e R vygenerujeme primku
T2

(£,0) Je

il

i




3 PROMENNE

Mnozina reSeni soustavy o 3 proménnych

MnozZina rfesSeni a.X; + G,X, + a3X3 = b tvori rovinu.

Dukaz:
b — _ Gy G b
u (?1?070) X1 = 01X2 G1X3 + a,
1. zménime X, 0 C
b _ a
> = (5 — 26c0)

» linearni zavislost 1. slozky na 2. slozce
» s c € R vygenerujeme primku

2. zménime x; o d
> — (2 -2d,0,d)
» linearni zavislost 1. slozky na 3. slozce
» s d e R vygenerujeme primku




3 PROMENNE

Mnozina reSeni soustavy o 3 proménnych

Mnozina feSeni a.X; + @,X, + a3Xx3 = b tvofi rovinu.

Dikaz:
m (2,00)
1. zménime x, 0 ¢ = (& — %¢,c,0)

2. zménimex; 0d = (2 — gd,0,d)

3. zménime X, 0 ¢ a zaroven x; o d
» kombinace dvojice bodl z dvou pfimek
» c e Rad e Rvygeneruji celou rovinu




n PROMENNYCH

m podobnaidea
m — (n —1)-rozmérna mnozina (nadrovina)
> 1proménna = bod
> 2 proménné — primka
> 3 proménné — rovina
> 4 proménné — trojrozmérny podprostor prostoru R*
» n proménnych = (n — 1)-rozmérna nadrovina




ZAVER Z RADKOVE INTERPRETACE

MnoZina vSech reseni kazdé rovnice tvori nadrovinu a mnozina
viech fedeni soustavy je prinik nékolika nadrovin. ReSeni maji
hezkou geometrickou strukturu, jsou to vicerozmérna zobecnéni
objektl jako pfimka nebo rovina.

Radkova interpretace




SLOUPCOVA INTERPRETACE MNOZINY RESENI

B 01Xy + QipXo + -+ + GqiX; + -+ - + QanXp = by
B 0xXq + A22Xp + -+ + @yiXj + -+ + G2nXn = b2

m:
B Xy + GmaXo + - + QX + - -+ + QmnXn = bm

Idea: Zamérme se na soustavu z pohledu jedné proménné.




SLOUPCOVA INTERPRETACE MNOZINY RESENI -

B 01X1 + Qi2Xp + - -+ + QX + -+ - + QanXn = by

W oXq + Q2Xp + -+ + @yiXj + -+ + G2nXn = b2
W

W 0piXq + GmaXa + -+ - + QiXj + - - + AmnXn = by

koeficienty, které nasobi proménna x,




SLOUPCOVA INTERPRETACE MNOZINY RESENI -

B QX1 + QioXp + - -+ + QX + -+ - + QunXn = by

W 0xXq + 022Xp + -+ + QyiXj + -+ + G2nXn = b2
W

B Xy + GmaXo + - + QX + - - - + GmnXn = bm

koeficienty, které nasobi proménna x,




SLOUPCOVA INTERPRETACE MNOZINY RESENI -

W 011Xq + Q2Xo + - -+ + 04iX; + - - + QinXn = by

B 0 Xq + GpXy + -+ - + 0, Xj + - - - + QanXp = b,
|

B Xy + GmaXz + - - + QpiXj + - - - + QmnXn = bm

koeficienty, které nasobi proménna x;




SLOUPCOVA INTERPRETACE MNOZINY RESENI

B 01Xy + QipXo + -+ + GqiX; + -+ - + QanXp = by

B 0xXq + A2Xp + -+ + @yiXj + -+ + G2nXn = b2
m:

B X1 + GmaXo + - + QX + - - - + QmnXn = bm

Klicové pozorovani

V soustavé nasobi proménna x; pouze koeficienty z i-tého
sloupecku.




SLOUPCOVA INTERPRETACE MNOZINY RESENI

Klicové pozorovani

V soustavé nasobi proménna x; pouze koeficienty z i-tého

sloupecku.

a,j
Qy; 2 ng

mu = | . |..veRtori-téeho sloupce
aml
b,
b, .

mb=| . | . vektorpravych stran
bm

m miZeme psat x;u;
| tedy XqU4 +X2U2 qF oee +Xn“n = b




INTERPRETACE VEKTOROVYCH OPERACI

1. XjU;
2. X Uq + XUy

Jak interpretovat tyto operace?

Ay Ay ’U,+ v
2u -7 \\
= \
\
u
z “ v gz
1
2“/
m 1. Skalovani vektoru 2. doplnéni na rovnobéznik




SLOUPCOVA INTERPRETACE MNOZINY RESENI

|| X1u-| +X2“2+"‘+Xn"n :b

Co tedy reprezentuje tento problem?
ﬂy Ay

2 b < TaU2 b /Z

) ] I\\\

U3 - './\'\:%‘3’&3
N — 7

Sloupcova interpretace

Ky

Hledame skalary x;, x,, . . ., X, takové, aby se nasobky vektort
XUy, XoUs, . . ., XpU, Secetly na pravou stranu b.




DODATEK: VEKTOROVY PROSTOR

B (X1,X2,...,Xn) ... VeRtor

> x; € R... i-ta sloZka vektoru
m Dvojice operaci:

1. nasobeni vektoru skalarem

B X=(Xi,X,...,Xn), ® ER
B aX = (aXs, Xz, ..., aXn)

2. soucet vektoru

B X= (X17X27"'7X”) y= (Y1,Yz7~~~7Yn)
B X+Y=(X+Y,X+Va...,Xn +Yn)

m (R",+,) ... standardni vektorovy prostor



SHRNUTI

Radkova interpretace

MnoZzina vSech reseni kazdé rovnice tvori nadrovinu a mnozina
viech fe3eni soustavy je prinik nékolika nadrovin. Re3eni maji
hezkou geometrickou strukturu, jsou to vicerozmérna zobecnéni
objektt jako pfimka nebo rovina.

Sloupcova interpretace

Hledame skalary x;, x,, . . ., X, takové, aby se nasobky vektori
XU, XoUy, . . ., XpUpy SeCetly na pravou stranu b.

S



VEKTOROVA INTERPRETACE MNOZINY RESENi

B A11Xq + QX3 + -+« + QinXp = O
B (51Xq + 00Xy + -+ + AnXp = O

m:
B Am1Xq + AmaXa + - + AQmnXp = O
m méjme néjaka reSeni Ax = 0

Umime zkonstruovat dalsi reSeni bez nalezeni celé mnoZiny?



VEKTOROVA INTERPRETACE MNOZINY RESENi

O konstrukci novych reseni soustavy rovnic

Mé&jme x*,y* reSeni soustavy Ax = 0. Poté
1. ox*, kdea e Ra
2. X*+y*
jsou také reseni Ax = o.
Dikaz: x* je feSenim = ox* je feSenim
m i-ta rovnice: a;X; + apX; + - + QjpX;; = O

B aj;aX; + apaxXs + - - + ajpax;,
B = a0 X + aQpXs + - - - + aqjpX;,
B =o(aX; + 0, + -+ QajpX;;) =0 =0



VEKTOROVA INTERPRETACE MNOZINY RESENi

0 konstrukci novych feseni soustavy rovnic

Méjme x*,y* feSeni soustavy Ax = 0. Poté
1. ax*, kdea e Ra
2. X+ y*

jsou také reseni Ax = o.

Dikaz: x*, y* je feSenim = x* +y* je feSenim
B i-ta rovnice: i X; + ApX3 + -+ QjpXh =0
m i-ta rovnice a;,y; + apys + -+ ajpys =0

B aj (X7 +Y7) +ap(x3 +y3) + -+ QX5+ Vi)
B = (QX] + QX5 + -+ + QinXp) + (QiYT + QY5 + -+ QinYp)
m—-0+0=0




UZAVRENOST OPERACI - VEKTOROVE PODPROSTORY

m (R", +,) ... standardni vektorovy prostor
m S .. mnozina reSeni soustavy AX = 0

1. SCR"

2. X*€S,0 € R = ax* € S ... uzavrenost na nasobeni
skalarem

3. X*,y* €S =— X* +y* €8§..uzavienost na soucet

Vektorovy podprostor

Mnozinu W C R" uzavienou na nasobeni skalarem a soucet
vektorli nazyvame vektorovy podprostor.

MnozZina reSeni soustavy s nulovou pravou stranou

MnoZinu feseni soustavy Ax = 0 tvofri vektorovy podprostor.




VLASTNOSTI VEKTOROVYCH PODPROSTORU

Prinik vektorovych podprostort

Necht W,,..., W, jsou vektorové podprostory R". Potom jejich
pranik W= Wi N W, 0 - N Wy = Nicqy, gy Wi je vektorovy
podprostor.

Dlkaz:
mueW — aueW
LuelW = Vi:ueW,
2. = Vi:aueW,
3. — aueW
BuvelW — ut+veW
1L uveW = Vi:u,veW,
2. = Vi:u+veW,
3. = ut+veW




MNOZINA RESENI =

m AXx=0: mnozina rfeseni je vektorovy podprostor
m Ax=Db: mnozina reSeni je ???
» Zkusme vyuzit W = {x € R" | Ax = 0}
» vezmeme W +p={x+p|xe W}
> Cojep?
> — feSeniAp=0"b
> A(x+p)=Ax+Ap=0+b=D>b

Zbyva:
1. Proc to plati?
2. Jak p zvolit?




MNOZINA RESENI =

Mnozina reSeni obecné soustavy

Mnozina vSech feSeni soustavy Ax = b je W + p, kde:
m V... mnozZina feSeni soustavy Ax = 0,

B p .. feSeni soustavy Ax = b.

Dlikaz: 1. x*jerfeSenimAx=b — x*cW+p
m Ukazemex* —pe W
> tedy x* — preSiAx =0
B pro i-tou rovnici:
W 0;,(X7 — Pp1) + (X3 — p2) + -+ + G (X5 — Pn)
B = (ajX; +0pX; + -+ QjnXp) — (QjsP1 + P2 + -+ - + AjpPn)
n = b,' — b,’ =0



MNOZINA RESENI =

MnozZina reSeni obecné soustavy

MnoZina vSech reseni soustavy Ax = b je W + p, kde:
m V... mnozZina feseni soustavy Ax = 0
m p .. feSeni soustavy Ax = b.

Dikaz:2. x*€W+p = x*jefeSenimAx=h
m X €W+ p,potomx*—peW
> x* — p reSi soustavu Ax = 0

m pro i-tou rovnici:

u 0,1( p1)+012( p2) +am( Pn) =0
n ( iXa + QX5 + -+ QjnXy ) ( np‘l + Qjp2 + -+ ainpn) =0
u (ai1X‘T + C1,~2X>2k +-ot Cl,',,X ) bl

B = (GpX] + 08X + -+ QjpXp) = bi



VOLBA PRO +

Mnozina reSeni obecné soustavy

MnoZina vSech reseni soustavy Ax = b je W + p, kde:
m V... mnozina reSeni soustavy Ax = 0,
m p .. feSeni soustavy Ax = b.

Otazka: Jaké p zvolit?




VOLBA PRO +

Na volbé nezalezZi
Pro p, p’ dvojici feSeni soustavy Ax = b a W mnozinu reSeni
Ax=oplatiWw+p=W+p.
Dikaz: Ukazeme W +p C W+ p’
BXCW+p = x=xX+p (X W)

W+p=W+p

m mélo by platit: x =x' +y + p’
m klicove:y=p—-p' e W




VOLBA PRO +

Na volbé nezalezi

Pro p, p’ dvojici feSeni soustavy Ax = b a W mnozinu reSeni
Ax=oplatiw+p=W+p.
Dikaz: Ukazeme W +p C W + p’

BXEW+p = x=xX+p (X W)

S

. W+p=W+p

m mélo by platit: x =x'+ vy + p’

m kliCovée:y=p —p' c W

1. x=x+p
2. x=x+(p-p)+p
mo=-p+p

3. X=X +y)+p eW+p
X +yeWw




AFINNT PODPROSTORY

mp=0 = W+p=W

Afinni podprostor

Strukturu W+ p = {x + p | x € W}, kde W je vektorovy
podprostor nazyvame afinni podprostor. Vektorovy podprostor je
specialni pripad afinniho podprostoru.

Mnozina reSeni obecné soustavy

MnoZinu rfeseni soustavy Ax = b tvori afinni podprostor.




SHRNUTI POPISU MNOZINY RESENT =

Radkova interpretace

Mnozina vSech reseni kazdé rovnice tvori nadrovinu a mnozina
viech fe3eni soustavy je prinik nékolika nadrovin. Re3eni maji
hezkou geometrickou strukturu, jsou to vicerozmérna zobecnéni
objektt jako pfimka nebo rovina.

Sloupcova interpretace

Hledame skalary x;, x,, . . ., X, takové, aby se nasobky vektord
XqUq, XoUy, . . ., XpUpy SeCetly na pravou stranu b.

Afinni podprostory

MnoZzina vSech feseni libovolné soustavy tvori afinni podprostor,
coz je vektorovy podprostor posunuty z pocatku.
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