| 3. CVICENI Z DM relace, zobrazeni

ULOHA PRVN{
Jaké vlastnosti maji relace:

® mensi nebo rovno pro vSechna prirozena cisla
® ostfe mensi nez pro vSechna prirozena cisla
® ¢ déli b pro vSechna prirozena cisla.

ULOHA DRUHA

Dokazte, ze kdyZz vezmu relaci < pro nosnou mnozinu {1,2,3,...,k}, pak existuje kone¢né n, ze
R™ uz bude prazdna relace. Plati to pro vSechny druhy relaci na k& prvcich?

R™ chéapeme jako Ro Ro Ro...o R (n-krat).

ULOHA TRETI

e Naleznéte relace R, S takové, ze RoS # S o R.
e Naleznéte relaci R takovou, Ze Vn : R™ # R™ 'L,

ULOHA CTVRTA

Uz méame nékolik vlastnosti relaci (reflexivita, symetrie, tranzitivita, antisymetrie) a nékolik operaci
s relacemi (sjednoceni, prunik, doplnék, soucin, sloZeni). Udélejte si tabulku a zjistéte (dokazte
nebo vyvratte), které vlastnosti se zachovavaji pfi operacich a které ne.

ULOHA PATA

Dokazte, ze pro kazdou ekvivalenci existuje rozklad na tridy ekvivalence — ze prvky v relaci miizeme
rozdélit na disjunktni sjednoceni hromadek, kde v kazdé hromadce je kazdy v relaci s kazdym a
mezi hromédkami neni nikdo v relaci s nikym.

Tip: Muzete pouzit indukci. Kdyz odstranime jeden element z nosné mnoziny a vSechny dvojice s
nim souvisejici, dostaneme mensi ekvivalenci. Zbyva tedy ukazat, ze kdyz odtrhneme jeden prvek
z nosné mnoziny, vsichni jeho ,sousedé“ se v indukci spoji do jedné t¥idy ekvivalence. (Jsou né&jaké
vztahy mezi témito sousedy?)

ULOHA SESTA

Dokazte, ze pro kazdé koneéné n a nosnou mnozinu X, |X| = n plati, Ze funkce f : X — X je
prosta, pravé kdyz je surjektivni.

ULOHA SEDMA

Oznaéme ix : X — X funkci nazyvanou identita na X, definovanou neptekvapivé f(z) = z. Necht
f je libovolna funkce z A do B. Dokazte, ze plati:

® Funkce f je prosta, pravé kdyz existuje funkce g : B — A takova, ze go f = id4.
® Funkce f je surjektivni, prave kdyz existuje funkce g : B — A takova, ze fog = idp.

ULOHA OSMA [1.5B]

Zadefinujme si novou pomocnou mnozinu ¢isel, zvanou Stirlingova cisla druhého druhu. Zapisuji
se {Z} a Stirlingovo ¢islo n nad k znamend pocet zpusobt, jak rozepsat mnozinu {1,2,...,n} na
disjunktni sjednoceni k neprazdnych mnozin.

Tedy {3} =7, protoze {1,2, 3,4} mizu napsat jako sjednoceni jednoprvkové mnozZiny a t¥iprvkové
mnoziny (4 moznosti), nebo jako sjednoceni dvou dvouprvkovych (3 moznosti).

Naleznéte rekurentni vzorec pro Stirlingova ¢isla druhého druhu ne nepodobny tomu, co mame pro
Fibonacciho nebo kombinac¢ni ¢isla. Nezapomente odvodit jeho spravnost.

Stirlingova ¢isla druhého druhu se nam jesté budou hodit pozdéji, tak je nezapomerite.



