Diskrétni matematika
Pojmy

Mnoziny, relace

D (Potenéni mnozina):2X = systém vSech podmnozin X.

D (Relace): R Relace na X = podmnozina kartézského souéinu X x X.
Lidsky feceno, néjakd mnozina usporadanych dvojic z X.

D:Relace je reflexivni, pokud Vz € X : (z,x) € R. (Zapisujeme zRx.)
D:Relace je symetrickd = Vz,y € X : (zRy) — (yRx).

D:Relace je antisymetrickd = Vx,y € X,z #y : (tRy) — —(yRx) .
D:Relace je tranzitivni = Vz,y,z € X : (zRy & yRz) — (zRz).
D:Relace je usporaddni = je reflexivni, antisymetricka, tranzitivni.
D:Relace je ekvivalence = je reflexivni, symetricka, tranzitivni.
Usporadani

N:Vétsinou usporadani znacime (X, <), ¢ili piSeme z < y misto zRy.

D:Retézec C C X je mnozina prvki, ktere jsou vSechny navzajem
usporadané, ¢ili Va,y € C : x < yVy < x. Obvykle jsou usporadané
za sebou.

D: Antiretézec A C X je mnozina prvki, kde ani jeden neni mensi nez
jiny, ¢ili mezi sebou nemaji zadné vztahy. Vr,y € A,z #y : —(z <
yVy<a).

Velikost nejvétsiho fetézce v usporadani S znacime w(S), velikost nej-
vétsiho antifetézce «(S).

T (Dlouhy a $iroky):Pro uspofadani S = (X, <) plati a(S)w(S) >
1X].

T (Erdos-Szekerés):Kazdé posloupnost n2+1 realnych c¢isel obsahuje
monoténni posloupnost délky n + 1.

T (Dilworth):Kazdé usporddéani S jde plné pokryt pomoci «(S) dis-
junktnich retézcu.

Zobrazeni

D:Zobrazeni je jen jiny nazev pro funkci.

V diskrétni matematice budou obvykle zobrazeni z koneéné mnoziny
M do kone¢né mnoziny N. Pozor, N neni obor hodnot, zobrazeni
f(z) = 2 muze byt tieba z {1,2,3} do {1,2,3}.

D:Zobrazeni f je prosté =Vz,y € M,x #y: f(x) # f(y).
D:Zobrazeni f je surjektivni = Vy € NIz € M : f(x) = y. Také se
tika, ze f je ,na‘“.

D:Zobrazeni f je bijekce = f je prosté a na.

Poéitani

D(Faktorial): n!=n-(n—1)---1.

D (Padajici faktorial): nE =n-(n—1)---(n —k +1).

D (Zavorkové notace):[k] nejéastéji = {1,2,...,k}, ale také [n = 1]
1, pokud n =1, a 0 jinak.

D (Kombinadni ¢isla):
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Grafy

G = (V, E) graf. Hrany (a,b) — orientovany graf. Multihrany {a,b},
{a,b} a smycky {a,a} se obvykle neuvazuji. Znaceni: n = |G| = |V|
pocet vrcholli, m = ||G|| = |E| pocet hran.

Uplny graf Kn = ([n], ([g])) Je-li orientovany, fikd se mu turnaj
(mezi 2 vrcholy turnaje je jen jedna or. hrana).

Bipartitni graf ma dvé skupiny vrcholl, hrany jdou jen mezi skupinami
(partitami). Uplny bipartitni Km, n ma partitu velikosti m, partitu
velikosti n, a hrany jsou vsechny dvojice mezi nimi.

Kruznice Cp ma vrcholy zapojene do fetézu. Cesta Pp je kruznice
bez hrany.

G je souvisly, pokud se z kazdého vrcholu dostanu po hranach do
kazdého jiného. Zobecnéné: Graf je (hranové n. vrcholové) (k + 1)-
souvisly, pokud po odebréni k£ (hran n. vrcholu) je graf stéle souvisly.
Hrana n. vrchol je kritickd, pokud jejich odebrani snizi k-souvislost.
1-kriticka hrana je most, 1-kriticky vrchol artikulace.

Graf T je strom, pokud je souvisly a bez kruznice. Graf je les, pokud je
disj. sjednoceni stromil. Kazdy strom je les, pro les plati ||T|| = |T'|—c¢,
kde ¢ je pocet komponent.

Podgraf G’ je né&jaka podmnozina vrcholt grafu G a néjaka podmno-
zina téchto vybranych vrcholi. Podgraf je indukovany, pokud vybe-
reme vSechny hrany, které maji oba konce v G’/ a jsou hranami G.
Klika je podgraf, ktery je také K; pro néjaké ¢. Nezdvisld mnozina
je mnozina vrcholl, kde zadné dva spolu nesousedi. Kostra je nej-
vétsi podgraf co do poétu vrcholu, ktery je zaroven stromem. Velikost
nejvétsi kliky se znadi x(G), velikost nejvétsi nez. mnoziny a(G).



Techniky

Matematicka indukce

Nahled na pfirozena cisla:

® 0 je ptirozené &islo. (1 téz.)

e Pokud z je pfirozené ¢islo, x + 1 je také pfirozené cislo.

Druhé pravidlo je ve formé implikace — to, Zze = je pfirozené ¢islo,
mame ,zadarmo® jako pfedpoklad. Stejnym zptsobem se da nahlizet
na cokoh co mé ,uvnit“ strukturu prirozenych cisel.

Priklad 1: Z (204 1) = (n 4+ 1)2.

o Zaklad indukee: Y0 (2i+1) = 1= (0 + 1)2.

¢ Induk¢ni krok: Dokazujeme implikaci. Pfedpokladem je, Ze vzorec
Zz 0(2z + 1) plati pro v8echna ¢isla od 0 do n. Nasim cilem je
ukazat, ze vzorec plati i pro hodnotu n + 1.
Standardni postup: Situaci (vzorec) pro n + 1 upravime na vzorec
pro n a néjaky zbytek, vzorec pro n nahradime pravou stranou pro
n (indukéni pfedpoklad) a pravou stranu pro n a zbytek upravime
na pravou stranu pro n + 1.

n+1 n
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=m+1)%2+@n+3)=n’+2n+1+2n+3=n’+4n+4 = (n+2)%

Priklad 2: Mé&jme rovinu a na ni n pfimek v obecné poloze (zadné dvé

nejsou rovnobézné, zadné tii se neprotinaji ve stejném bodé). Pak

tyto pfimky rovinu sekaji na (n+1) + 1 oblasti.

e Zaklad indukce: Jedna ptrimka sekd rovinu na 2 oblasti.

® Indukéni krok: Dokazujeme implikaci. Mame v roviné n+ 1 pfimek
v obecné poloze. Vime, ze kdyz jednu odebereme, v roviné zbude n
primek a dostaneme (n;l) oblasti (indukéni predpoklad). Vratime
tedy pfimku do roviny, tato pfimka ma n pruseciku z ostatnimi
pfimkami a tedy protind n + 1 oblasti napil, ¢ili vznikne n + 1
novych oblasti (zbytek). Secteme:
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Postup rFeseni sumacéniho pf¥ikladu

Moznosti, co lze udélat:

e Zkusit malé pripady, uhodnout vysledek, dokéazat indukei.
* Rozlozit sumu riznymi zptsoby (ala ) k/2k).

® Vyuzit aritmetiku sum, vyménit sumace.

® Pouzit binomickou vétu.

¢ Kdyz nic, tak aspon vymyslet néjaké odhady.

® Bude: najit linedrni rekurenci.

e Pouzit vytvorujici funkce.

® Pouzit diskrétni integraci.

Znamé sumy
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Princip inkluze a exkluze
Velikost sjednoceni muzeme pocitat pomoci postupného pfic¢itani a
od¢itani vétsich a vétsich prunika (jejichz velikosti budou mensi). Za-
pséano matematicky:
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Priklad: Spodéitejte pocet rozmisténi 8 kameniu na Sachovnici 4 X 4
tak, aby Zadné 4 nelezely na stejném tadku nebo sloupci.

Myslenka inkluze a exkluze spociva v tom, Ze umime nas problém
rozdélit na néjaké ¢asti pomoci pravidelnosti. Obecné jev (pojem z
pravdépodobnosti) bude né&jakd udalost, kterou budeme chtit spocitat
nebo vyjadtit. Ukol se nas tedy pté na:

|A], kde A = {;z je rozmisténi 8 kameni na Sachovnici 4 x 4 tak, ze
zadné 4 nelezi na stejném fadku nebo sloupci}.

z je tedy onen jev, ktery chceme spocitat. VSimnéme si, Ze ho mizeme
rozdélit na mensi kusy pomoci logickych spojek A, = a V:

A = {z;z je rozmisténi 8 kament tak Ze 4 nejsou na prvnim Fadku A
4 nejsou na druhém Fadku A 4 nejsou na tietim fadku ...}.

Vidime, Ze nase jevy umime rozlozit na mensi ¢asti pomoci operace
A. Uplné stejné umime rozlozit i mnozinu A, akorate pomoci operace
N (neni ndhoda, ze vypada jako A:

Pokud A; = {x;z je mnozina rozlozeni 8 kament tak, Ze 4 nejsou na
i-tém fadku } a B; = {x;2 je mnozina rozlozeni 8 kamenu tak, ze 4
nejsou na i-tém sloupci }, tak

A=A NANA3N A4 N By NByNB3gN By.

Posledni potiz mame s tim, ze princip inkluze a exkluze pocita pruniky
a ne sjednoceni. Na to nam ale pomohou De Morganova pravidla, plati
totiz:

A= A7 Uy UAs...

Pokud prechazime z pivodniho problému na problém opacny, casto
se iika, ze pocitdme 3patné jevy — zde je vidét pro¢, A; = {z;x je
rozmisténi 8 kament na Sachovnici tak, ze 4 kameny jsou na prvnim
Fadku.}.

Velikosti jednotlivych $patnych jevii spoéitame snadno tvahou: |A;| =
. _ (12
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Protoze kament je jen 8, tak mohou byt max. dva fadky nebo sloupce
najednou zaplnény. Z toho méme |A72ﬂA7]| = |Eﬂ?3| = 1 a velikosti

prunikd trojic a vysSe uz jsou nulové. Jesté si rozmyslime, ze prinik
fadku a sloupce neni nulovy: |A; N E| = (?)

Nyni aplikujeme princip inkluze a exkluze, jak ho zname:

A= A=D1+ B -y A0 A
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Diskrétni integrace

Misto derivace bereme diferenci, jeji ekvivalent v kone¢ném svété:

A(f(2) = f(z+1) = f(2)-

Potom plati, Zze pokud chceme vyfesit sumu Zf: ¢(%), pak musime
,diskrétné integrovat® — najit funkci, jejiz diference splituje A(f(x)) =
g(z). Pak vzorec pro sumu je f(b+ 1) — f(a), podobné, jako je to v
redlném integralnim poctu.
Také vime, Ze diference ™ se chova osklivé, ale funkce % m4 diferenci
podobnou, jako derivace z™

Alz?) = nap?=L.
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