
Lineárńı algebra II - 17.4. CV 8

Hledáńı Jordan̊uv tvar pro matici matici A. Vı́me, že A = RJAR−1.
Vezměme vlastńı č́ıslo λi. Vypozorujeme, že R(JA − λiI)R−1 = RJAR−1 −
RλiIR−1 = A − λiI. Tedy JA − λiI a A − λiI jsou podobné a tud́ıž maj́ı
stejnou hodnost. Stejně tak matice (JA − λiI)j a (A − λiI)j. Ted’ stač́ı
studovat, jak se měň́ı hodnost matice (JA − λiI)j v závislosti na j. Jej́ı
hodnost pak budeme poč́ıtat pomoćı jako hodnost matice (A − λiI)j.

• h(JA) − h(JA − λiI) je počet Jordanových buněk, kde se vyskytuje λi.

• h(JA − λiI) − h((JA − λiI)2) je počet Jordanových buněk velikosti
alespoň 2, kde se vyskytuje λi.

• h((JA − λiI)2) − h((JA − λiI)3) je počet Jordanových buněk velikosti
alespoň 3, kde se vyskytuje λi.

• h((JA − λiI)i)− h((JA − λiI)i+1) je počet Jordanových buněk velikosti
alespoň (i + 1), kde se vyskytuje λi.

Pozn: Pro λi = 0 je to cele posunuté.

I) Nalezněte Jordan̊uv tvar pro matici A.

a) A =

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2


Řešeńı: JA =

2 1 0
0 2 0
0 0 2


b) A =

 1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8


Řešeńı: JA =

1 1 0
0 1 1
0 0 1


c) A =

1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7


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Řešeńı: JA =

−1 1 0
0 −1 0
0 0 3


II) Pro standardńı skalárńı součin 〈x|y〉 =

∑n
i=1 xiyi nad Cn, resp Rn

určete u následuj́ıćıch vektor̊u x a y:
1. skalárńı součin vektor̊u x a y
2. euklidovské normy vektor̊u x a y
3. vzdálenost vektor̊u x a y
4. zdali jsou vektory x a y navzájem kolmé.
a) xT = (1, 1 + i),yT = (2i, a + bi) (parametry a, b jsou reálná č́ısla)
b) xT = (4, 2, 3),yT = (1, 5,−2)
c) xT = (3, 1,−2),yT = (1,−3,−2)
d) xT = (2,−1, 4),yT = (5, 2,−2)
e) xT = (2, 1, 4,−1),yT = (4,−1, 0, 2)
f) xT = (2 + i, 0, 4 − 5i),yT = (1 + i, 2 + i,−1)

III) Necht’ je skalárńı součin nad C3 dán předpisem:

〈x|y〉 = x1y1 + x2y2 + 2x3y3 + x3y2 + x2y3

Určete u následuj́ıćıch vektor̊u x a y:
1. skalárńı součin vektor̊u x a y
2. euklidovské normy vektor̊u x a y
3. vzdálenost vektor̊u x a y
4. zdali jsou vektory x a y navzájem kolmé.
b) xT = (4, 2, 3),yT = (1, 5,−2)
c) xT = (3, 1,−2),yT = (1,−3,−2)
d) xT = (2,−1, 4),yT = (5, 2,−2)
e) xT = (2, 1, 4,−1),yT = (4,−1, 0, 2)
f) xT = (2 + i, 0, 4 − 5i),yT = (1 + i, 2 + i,−1)

IV) Aniž byste dopoč́ıtávali integrál, ukažte, že pro libovolná a, b, r ∈ R,
a, b 6= 0, r > 0 maj́ı funkce fa(x) = sin(ax) a gb(x) = cos(bx) nulový skalárńı
součin, t.j. jsou na sebe v odpov́ıdaj́ıćım vektorovém prostoru kolmé.

Tento součin je dán předpisem: 〈fa|gb〉 =
∫ r

−r
fa(x)gb(x)dx.
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V) Vůči standardńımu skalárńımu součinu vyberte z následuj́ıćıch tř́ı vek-
tor̊u kolmé dvojice: (1, 2, 3), (5, 2,−3) a (−2,−1,−4). Kterou z následuj́ıćıch
vlastnost́ı má relace kolmosti: Reflexivita, ireflexivita, symetrie, antisyme-
trie, tranzitivita?

VI) Necht’ ‖u‖ = 12, ‖v‖ = 5. Nav́ıc 〈u|v〉 = 0. Určete ‖u + v‖ a
‖u − v‖.

VII) Necht’ ‖u‖ = 13, ‖v‖ = 19, ‖u + v‖ = 24. Určete ‖u − v‖. Všimni
si, že zadáńı splňuje trojúhelńıkovou nerovnost.

VII) Necht’ ‖u‖ = ‖v‖. Nav́ıc 〈u|v〉 = 0. Tedy jsou na sebe kolmé.
Určete α tak, že vektory x = αu + v a y = u + αv sv́ıraj́ı úhel π/6.

VIII) Určete úhel mezi dvojicemi vektor̊u (pokud lze, určete přesný úhel,
jinak uved’te jeho kosinus). Rozhodněte, jestli jde o úhel ostrý nebo tupý:

a) x = (1,−4)T ,y = (8, 2)T

b) x = (3, 2,−2)T ,y = (0, 4, 1)T

c) x = (0, 0, 1)T ,y = (1, 0,−1)T

d) x = (3, 4)T ,y = (−1, 0)T
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