
Kombinatorika a grafy III - 7.10. CV 1

Minory a stromová š́ı̌rka

Př́ıklad 1:
Dokažte, že graf je vněǰskově rovinný pravě tehdy když neobsahuje podrozděleńı K4 a

K2,3 jako podgraf. Dodejme, že graf je vněǰskově rovinný, pokud existuje jeho nakresleńı
do roviny takové, že všechny vrcholy jsou incidentńı s vněǰśı stěnou.

Nápověda:
Přidej apexový vrchol (vrchol spojený se všemi ostatńımi).

Řešeńı:
Mějme graf G, který neobsahuje K4 a K2,3. Vytvoř́ıme z něj graf G′ přidáńım jednoho

nového vrcholu v spojeného hranou se všemi ostatńımi. Graf G′ neobsahuje podrozděleńı
K5 ani K3,3. Tud́ıž je rovinný a můžeme ho nakreslit tak, aby v byl incidentńı s vněǰśı
stěnou. Pak stač́ı v odebrat a źıskáme nakresleńı vněǰskové rovinné nakresleńı G, protože
každý vrchol bude incidentńı s vněǰśı stěnou.
Ještě ukážeme druhou implikaci. Mějme vněǰskově rovinný graf G. Chceme ukázat,
že neobsahuje podrozděleńı K4 ani K2,3. Sporem necht’ obsahuje. Vezměme vněǰskové
rovinné nakresleńı G a do vněǰśı stěny přidejme vrchol v spojený se všemi vrcholy grafu
G. Výsledný graf bude rovinný. Nav́ıc ale bude obsahovat podrozděleńı K5 nebo K3,3 a
to je spor s Kuratowského větou, že rovinné grafy neobsahuj́ı podrozděleńı K5 ani K3,3.

Př́ıklad 2:
Dokažte, že každý graf s minimálńım stupněm tři obsahuje K4 jako minor.

Nápověda:
Recyklace věty o maximálńım grafu bez K4 minoru. Ta věta, že vzniká lepeńım

troj̊uhelńık̊u....

Řešeńı:
tak posledńı přilepený trojúhelńık ma vrchol stupně 2 a tud́ıž to nemůže

Př́ıklad 3:
Určete stromovou š́ı̌rku mř́ıžky m× n.

Nápověda:
Horńı odhad se udělá pomoćı toho, že člověk ukáže bambule. Vyjde min{m, n}. Dolńı

odhad je prý také triviálńı.

Řešeńı:

Př́ıklad 4:
Necht’ G je rovinný graf, v jeho libovolný vrchol a d libovolné přirozené č́ıslo. Pak

podgraf G indukovaný vrcholy do vzdálenosti d od v má stromovou š́ı̌rku nejvýše 2d+ 1.

Nápověda:
Tohle je zákeřný př́ıklad.

Řešeńı:

Př́ıklad 5:
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Ukažte (bez použit́ı Courcellovy věty), že barevnost graf̊u omezené stromové š́ı̌rky lze
rozhodovat v lineárńım čase. Tedy graf pevné stromové š́ı̌rky t je na vstupu a ptáme se,
zda jeho barevnost je nejvýše k, kde k je nějaká konstanta.

Nápověda:
Dynamické programováńı. V jedne bambuli je možno si pamatovat všechna možná

obarveńı. k(t + 1) je konstanta.

Řešeńı:
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