Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 8. cviceni*

12. dubna 2016

1 Ramseyova teorie

Jako hypergraf oznaéme dvojici H = (V, E), kde E C 2V. Rekneme, ze H je m-uniformni, pokud
EC (Xl) Tedy grafy odpovidaji 2-uniformnim hypergrafim. Uplny m-uniformni hypergraf na n
vrcholech oznacime K.

Ramseyova véta pro hypergrafy. Nechtl,m,ai,as,...,a; jsou libovolnd prirozend éisla. Potom
existuje prirozené Cislo n takové, Ze kazdé obarveni hran hypergrafu KJ' | barvami obsahuje K
barvy i pro néjaké i € {1,2,...,1}.

Nejmensi takové &islo n se znaél R)™(aq,aq,...,a;) a nazyva se Ramseyovo éislo. V pifpadé
grafu (tj. m = 2) se znaé¢f pouze Ry(ay,as,...,a;).

Priklad 1. Happy Ending Problem.

(a) Ukazte, Ze v kazdé mnoziné péti bodii v R? v obecné poloze (tj. Zddné tri body nelezi na spolecné
primee) lze nalézt konvexni ctyrihelnik.

(b) Dokazte, Ze pro kazdé k € N existuje prirozené N = N (k) takové, Ze kazdd mnoZina N bodi v
obecné poloze v R? obsahuje k bodi v konvexni poloze.

Piiklad 2. Urcete nejmensi N takové, Ze v kaZdém cerveno-modrém obarveni hran Kn najdeme
bud modrou kopii K 3 nebo cervenou kopii Ks.

Piiklad 3. Erddsovo-Szekeresovo lemma o podposloupnostech.

(a) Ukazte, Ze v kazdé posloupnosti (m — 1)(n — 1) + 1 rdzngch prirozenych &isel existuje bud
rostouct podposloupnost délky m nebo klesagici podposloupnost délky n.

(b) Naleznéte posloupnost 16 rizngch prirozenych d&isel, kterd neobsahuje rostouci ani klesajict
podposloupnost délky 5.

Piiklad 4 (Schurova véta). UkaZte, Ze existuje dost velké N € N takové, Ze obarvime-li proky
[N] = {1,2,...,N} dvéma barvami, pak vidy dokdZeme najit x,y,z € [N], které maji stejnou
barvu a plati x +y = z (tj. najdeme jednobarevné teseni rovnice).

Hint: Zvolte N = R2(3,3) — 1 a sestrojte vhodny hranové 2-obarveny graf, zbytek plyne z Ram-
seyovy vety pro grafy.

Priklad 5. (a) Ukazle, Ze pro kazdé prirozené éislo n existuje piirozené cislo M(n) takové, Ze
kazdd {0,1}-matice s rozméry M(n) x M(n) obsahuje n X n podmatici, kterd obsahuje bud’ jen
nuly nebo jen jednicky.

(b) Sestrojte libovolné velkou {0, 1}-matici, kterd neobsahuje 2 x 2 matici se samymi jednickami a
ani 2 X 2 matici se samymi nulami jako diagonalni podmatici. Matice A o rozmérech n X n je
diagondlni podmatici matice B o rozmérech N x N, pokud existuje R C {1,...,N}, |R| = n,
takovd, Ze vybrdnim Tddku a sloupcu matice B s indexy z R ziskdme matici A.

(c) Ukazte, Ze pro kaZdé piirozené cislo n existuje prirozené cislo DM (n) takové, Ze kazdd {0,1}-
matice s rozméry DM (n) x DM (n) obsahuje n x n diagondlni podmatici, kterd md vSechny
prvky na diagondle totozné, vSechny prvky nad diagondlou totozné a také vSechny prvky pod
diagondlou totozné.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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