Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 2. cviceni*

1. brezna 2016

1 Opakovani z teorie grafii podruhé

Zobrazeni b:V — {1,2,...,k} nazveme obarvenim grafu G=(V,E), pokud pro kazdou hranu
{u,v} € E plati b(u) # b(v). Barevnost grafu G, oznatovani x(G), je minimdlni pocet barev
nutny k obarveni G. Velikost nejvétsi nezdvislé mnoziny grafu G, neboli mnoziny, ve které zadné
dva vrcholy nejsou spojené hranou, znac¢ime a(G).

Rovinng graf G je graf, ktery ma alespon jedno rovinné nakresleni, ve kterém maji spojité
kiivky odpovidajici riznym hrandm spoleé¢né nanejvys koncové body. Po odstranéni téchto kiivek
se rovina rozpadne na konecny pocet souvislych oblasti, které nazyvame stény nakresleni grafu G.
D4 se ukazat, ze rovinné grafy, které jsou maximélni co do po¢tu hran, odpovidaji triangulacim,
coz jsou rovinné grafy, v nichz je kazdé sténa trojihelnik.

Véta o étyrech barvach. KazZdy rovinng graf jde obarvit ¢tyrmi barvams.

Piiklad 1. Naleznéte priklad triangulace, na které se rozbije ndsledujici nesprdvny dikaz Véty o
Ctyrech barvdch:

Diikaz. Staci uvazovat jen maximdlni rovinné grafy, ¢ili triangulace, protoze pridanim hrany ne-
klesne barevnost. Postupujeme indukei podle po¢tu vrcholu n. Pron = 3 je tvrzeni trividlni, protoze
X(K3) = 3. Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro vsechny triangulace na n vrcholech. Pridanim
vrcholu v do stény F n-vrcholové triangulace T” a spojenim v hranami se vSemi vrcholy stény F
obdrzime triangulaci T na n + 1 vrcholech. Uvazme obarveni T’ nanejvy$ ¢tyfmi barvami, které
méme z indukéniho predpokladu. Protoze v sousedi se tfemi vrcholy, muzeme v obarvit za pouziti
nanejvys Ctyi barev. Tim obdrzime obarveni s nanejvys ¢tyfmi barvami pro T a tvrzeni tak plati
i pro triangulace s n + 1 vrcholy. O

Piiklad 2. Necht mdme n, k € N. Spocitejte pocet kruznic délky k v grafu K,.
Ptriklad 3. Spoctete pocet koster uplného bipartitniho grafu Ko p,.

Piiklad 4. UvaZujme graf Q, (graf n-dimenziondind krychle), jehoZ vrcholy tvord mnoZinu {0,1}"
a hrany spojujé vrcholy lisici se prdvé v jedné soutadnici. Cemu se rovnd x(Qn)?

Priklad 5. Pro kazdy graf s n vrcholy zkuste ukdzat ndsledujici odhady barevnosti:
(a) x(G) <n—a(G)+1.
(b) X(G) > 25

Piiklad 6. Mdme-li poradi vrcholi vy, ... v, grafu G a mnoZinu barev {1,2,...,k}, tak hladovy
algoritmus obarveni bere vrcholy v tomto potadi a kaZdému priradi minimdlni povolenou barvu.

(a) Ukazte, Ze vidy existuje takové potadi vrcholi, na kterém hladovy algoritmus barveni pouZije
X(G) barev.

(b) Ukazte, ze existuje strom T a potadi jeho vrcholi takové, Ze na ném hladovy algoritmus obarvent
spotrebuje Q(logn) barev.

Priklad 7. V orientovaném grafu hrandm odpovidaji usporddané dvojice vrcholi (Sipky mezi vr-
choly), pricemZ kazdy pdr vrcholi tvori nanejvys jednu takovou dvojici. Ukazte, Ze kaZdy orien-
tovany dplny graf obsahugje orientovanou Hamiltonovskou cestu (cestu obsahugici viechny vrcholy
tvotenou na sebe navazujicimi Sipkami stejného smeéru).

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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