Zaklady kombinatoriky a teorie grafu
Zadani domacich ukolu
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Priklad 1. Uvazujme graf Q, (graf n-dimenziondind krychle), jehoZ vrcholy tvord mnozinu {0,1}"
a hrany spojuji vrcholy lisici se prdvé v jedné soutadnici. Na grafu Q, wvafujme sit se zdrojem
z=(0,0,...,0) a stokem s = (1,1,...,1), kde vSechny hrany maji jednotkovou kapacitu. Sestrojte

(a) celociselny maximdlni tok. [1]
(b) mazimdlnd tok, ktery je na vsech hrandch kladny. [1]

Piiklad 2. Nechf T je strom s aspori dvéma vrcholy takovyj, Ze pro kaZdou jeho hranu e magji obé
komponenty v T — e lichy podet vrcholi. Dokazte, Ze potom md kazdy vrchol v T lichy stuperi. [3]

Priklad 3. Dokazte, Ze hrany kaZdého grafu lze zorientovat tak, Ze vstupni a vystupni stupern
kazdého vrcholu se lisi nejvyse o jedna. [2]

Priiklad 4. Ukazte, Ze kaZdy graf G obsahuje vrchol u a mnoZinu asport L%degG(U)J cykli takovijch,
Ze kazdé dva sdileji pouze vrchol u a Zddny jing. [2]
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Piiklad 5. Dokazte, Ze v hranové 2-souvislém grafu leZi kaZdy vrchol na néjaké kruznici. [1]
Piiklad 6. Souwvislost v orientovangch grafech.

(a) Ukazte, Ze orientovany graf je silné souwvisly prdvé tehdy, kdyZ existuje alesponi jedna hrana
opoustéjici kazdou neprdzdnou podmmnozZinu vrcholu X C V. [2]

(b) Ukazte, zZe kaZdy turnaj (orientace dplného grafu) je silné souvisly prdvé tehdy, kdyz obsahuje
orientovany Hamiltonovsky cyklus. [3]

Priklad 7. Dokazte, Ze hrany kazdého rovinného grafu bez trojuhelniki lze zorientovat tak, Ze z
kazdého vrcholu vedou nejvyse dvé sipky ven.
Hint: pouzijte fakt, Ze rovinng graf G = (V, E) bez trojihelniki md nanejuys 2|V| — 4 hran. [3]

Piiklad 8. Pro n x n matici A = (a;;) definujeme permanent matice A jako
n
per(A) = Z Hai,a(i)-
o€esS, i=1

(a) Bud G bipartitni graf s partitami U = {uy, ..., un} a V ={v1,...,v,} a necht a;; = 1, pokud
{us,v;} € E(G) a a;; = 0 jinak. Ukazte, Ze pocet perfektnich pdrovini v G je per(A), kde
A = (ay). 2]

(b) Necht A = (ai;) je nezdpornd n x n matice, ve které se vsechny rddkové a sloupcové soucty
rovnagi jedné (tzv. dvojité stochastickd matice). Ukazte, Ze per(A) > 0. [4]
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Priklad 9. Ukazte, Ze doplnék rovinného grafu na alespon jedendcti vrcholech nent rovinng. Najdéte
rovinné nakreslent grafu jeho dopliiku na co nejvice vrcholech. [3]

Priklad 10. Dokazte, Ze ndsledujici grafy nelze nakreslit na torus bez krizeni hran:



(a) Ks, (2]
(b) Ky, K3 7. [2]
Muzete k tomu pouzit variantu FEulerovy formule pro torus: e < v+ f.

Piiklad 11. Nakreslete na torus (povrch pneumatiky) graf Kz bez kiiZeni hran. 2]

Piiklad 12. Méjme nekoneény graf G s mnoZinou vrcholti V- = R2, kde dva vrcholy spojime hranou
pravé tehdy, kdyz jsou od sebe ve vzddlenosti presné jedna. Ukazte, Ze 4 < x(G) < 7. [2+2]
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Piiklad 13. Nechf G je souvisly rovinny graf s v vrcholy, ktery spliiuje ndsledugjici podminky:
o v = 8k pro néjaké prirozené cislo k,

5v

s

vrcholii md stupen 7, 3 vrcholi md stuperi ¢tyri a g vrcholi md stupen pét,

L)
e viechny stény v rovinném nakresleni G jsou bud trojihelniky nebo ctyrihelniky.

Nakreslete rovinné nakreslent aspoti jednoho takového grafu. Kolik vrcholu, hran, trojuhelnikovijch
a ctyruhelnikovijch stén takovy graf mize mit? [3]

Priklad 14. Ukazte, Ze v kaZdé triangulaci G (). v grafu, ktery md rovinné nakreslent, v némsz je

kazdd sténa trojuhelnik) existuje hrana {u,w}, pro kterou plati degq(u) + degq(w) < 22. [4]

Pi#iklad 15. Necht T je strom sn > 2 vrcholy. Necht p;, i € N, oznaéuje pocet vrcholii v T stupné

i. Ukazte, Ze plati [2]
pr=p3—2ps—- = (n=3)pp1=2.

Priklad 16. Jako obvod grafu znacime délku jeho nejkratsiho cyklu (nemd-li graf cyklus, definu-
jeme jeho obvod jako mekonecno). Ukazte, Ze pro pocet hran m rovinného grafu o obvodu g € N

plati m < ﬁ(n —2), kde n znaci pocet vrcholi. [2]
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Piiklad 17. Urcéete nejmensi N takové, Ze v kazZdém éerveno-modrém obarveni hran Ky najdeme
bud’ modrou kopii K 3 nebo ¢ervenou kopii K. [3]

Piiklad 18. Urcete koeficient u clenu x*8 ve vjrazu (z + 23 + 2% + - - ). Vyjddrete jej ve tvaru
(5) pro néjakd prirozend éisla p a q. [3]

Priklad 19. Graf G md 360 vrcholu a kazdy jeho vrchol md stuperi 8 nebo 4. Kazdy vrchol stupné
3 sousedi se dvéma vrcholy stupné 4 a jednim vrcholem stupné 3. KazZdy vrchol stupné 4 sousedi s
jednim vrcholem stupné 3 a tremi vrcholy stupné 4. Urcete pocet hran grafu G. [2]

Piiklad 20. Spocitejte pocet zpiusobu, kterymi lze konvexni n-ihelnik rozdélit pomoci dhlopricek
na trojuhelniky. [3]

Piiklad 21. Rozklad ¢isla n € N je zdpis n jako souctu prirozenijch éisel. Jaky je pocet rozkladu
n, pokud rozlisujeme poradi séitanci? [3]
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Priklad 22. Uréete pocet perfektnich pdrovdni v Zebriku Z,: [2]
up U U3 . Up—1 Up
V1 V2 U3 R Un—1 Un



Priklad 23. Spocitejte pocet zpusobi, kterymi lze konvexni n-thelnik rozdélit pomoci uhlopricek

na trojuhelniky. [3]
Priklad 24. Necht e, znaci pocet permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které magi pouze cykly sudé
délky. Podobné o, oznacuje pocet permutact, jejichz cykly maji pouze liché délky. Ukazte, Ze plati

6]

€2n = 02n,-
Priklad 25. Ukazte, Ze aZ na isomorfismus je Fanova rovina jedind konecnd projektivni rovina

fddu dva. [3]

Priklad 26. Ukazte, Ze kaZdy graf s N vrcholy, ktery neobdsahuje Ko o jako podgraf, md nanejvys
1(N3/2 + N) hran. [4]
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