Zaklady kombinatoriky a teorie grafi — 9. cviceni*

13. dubna 2015

1 Ramseyova teorie

Jako hypergraf oznaéme dvojici H = (V, E), kde E C 2V. Rekneme, ze H je m-uniformni, pokud
EC (Xl) Tedy grafy odpovidaji 2-uniformnim hypergrafim. Uplny m-uniformni hypergraf na n
vrcholech oznacime K.

Véta. Necht m,aq,as,...,a; jsou libovolnd prirozend &isla. Potom existuje prirozené c¢islo n =
Ri"(a1,as,...,a;) takové, Ze kazdé obarveni hran hypergrafu K] | barvami obsahuje K" barvy i

pro néjaké i € {1,2,...,1}.

Cisla R" (a1, ag, . . . ,a;) ze znéni véty se nazyvaji Ramseyova ¢isla a v piipadé grafu (tj. m = 2)
se znac¢l pouze Rj(ay,as,...,a;).

Ptriklad 1. Erdésovo-Szekeresovo lemma o podposloupnostech.

(a) Naleznéte posloupnost 16 riznich prirozenych Ccisel, kterd neobsahuje rostouci ani klesajici
podposloupnost délky 5.

(b) Ukazte, Ze v kaZdé posloupnosti (m — 1)(n — 1) + 1 rizngch prirozenych éisel existuje bud
rostouct podposloupnost délky m nebo klesagici podposloupnost délky n.

Ptriklad 2. Happy Ending Problem.

(a) Ukazte, Ze v kazdé mnoZiné péti bodii v R? v obecné poloze (tj. Zddné tii body nelezi na spolecné
primee) lze nalézt konvexni étyrihelnik.

(b) Dokazte, Ze pro kazdé k € N existuge prirozené N = N (k) takové, Ze kazdd mnoZina N bodi v
obecné poloze v R? obsahuje k bodi v konvexni poloze.

Piiklad 3 (Schurova véta). UkaZte, Ze existuje dost velké N € N takové, Ze obarvime-li proky
[N] = {1,2,...,N} dvéma barvami, pak vidy dokdZeme najit x,y,z € [N], které maji stejnou
barvu a plati x +y = z (tj. najdeme jednobarevné teseni rovnice).

Hint: Zvolte N = R5(3,3) — 1 a sestrojte vhodny hranové 2-obarveny graf, zbytek plyne z Ram-
seyovy vety pro grafy.

Priklad 4. Aritmetické posloupnosti v permutacich.

(a) Necht M(n) oznacuje pocet permutaci mnoZiny [n], které neobsahuji aritmetickou posloupnost
délky tri (3AP). Ukazte, Ze pro kazdé prirozené n plati M(n) > 0. Neboli dokazte, Ze pro kazdé
n jde najit permutaci [n], kterd neobsahuje 3AP.

(b) Ukaste, ze dokonce plati M(n) > 2"~1 pro kazdé n. Neboli permutact, které se vyhijbaji 3AP
je dokonce exponencidlné mnoho.

(c) Ukazte, Ze v kaZdé permutaci viech prirozenych éisel uz vidy najdeme SAP.
Piiklad 5. Dokazte nerovnost Ri(3,...,3) < |e-k!| + 1.

Piiklad 6 (*). Vzpomernte si na dikaz Ramseyovy véty pro grafy a zkuste s jeji pomoci dokdzat
Ramseyovu vétu pro hypergrafy.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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