Zaklady kombinatoriky a teorie grafii — 6. cviceni*

23. bfezna 2015

1 Rovinné grafy a jejich vlastnosti

Rovinnyg graf G je graf, ktery mé alesponi jedno rovinné nakresleni, ve kterém maji oblouky od-
povidajici ruznym hranam spole¢né nanejvys koncové body. Po odstranéni téchto oblouk se rovina
rozpadne na koneény pocet souvislych oblasti, které nazyvame stény nakreslend grafu G.

Eulerova formule. Necht G = (V, E) je souvisly rovinngj graf. Oznacme v = |V|, e = |E| a jako
f pocet stén jeho nakresleni. Potom plati v+ f —e = 2.

Véta o ¢étyfech barvach. Kazdy rovinng graf G spliuje x(G) < 4.
Kuratowského véta. Graf je rovinng prdavé tehdy, kdyZ neobsahuje podrozdeleni Ks ani Ks 3.

Piiklad 1. Necht G = (V, E) je souvisly rovinny graf. Oznaéme v = |V|, e = |E| a jako f pocet
stén jeho nakreslent.

(a) Ukazte, Ze rovinné grafy, které jsou maximdlng co do poctu hran, jsou triangulacemi, neboli
grafy, které maji rovinné nakreslent, ve kterém jsou viechny stény trojihelniky. MiuZete bez
dikazu vyuzit fakt, Ze v kaZdém rovinném nakresleni vrcholové 2-souvislého grafu je hranici
kazdé stény kruznice.

(b) Ukazte, ze pro kazdy rovinng graf s v > 3 plati e < 3v — 6.

(c) Pro jaké nejvétsi d € N dokdzete najit d-requldrni rovinng graf? Jak velké d md jesté smysl
wvaZovat?

Priklad 2. Naleznéte rovinnd nakresleni grafu Ks, K¢ a K7 na toru.

Piiklad 3. Ukazte, Ze Petersenuv graf neni rovinng.

Priiklad 4. Vnéjskove rovinny graf je graf, ktery mad takové rovinné nakresleni, v némz jsou véechny
vrcholy na vnéjsi sténé. Dokazte, Ze kazdy vnéjskové rovinny graf je 3-obarvitelny.

Pi#iklad 5. Necht mdme rovinné nakresleni grafu G, ve kterém jsou viechny stény trojihelniky.
Predpoklddejme, zZe vrcholy G jsou obarveny tremi barvami (nemusi se nutné jednat o korekind
obarvent, tj. muze existovat hrana s obéma koncovymi vrcholy stejné barvy). Ukazle, Ze pocet stén,
na jejichz vrcholech jsou pouzity véechny tri barvy, je sudy.

Piiklad 6 (*). Dokazte, Ze hrany 4-reguldrniho rovinného grafu nelze obarvit dvéma barvami tak,
aby kazdy vrchol sousedil se dvéma cervengmi a dvéma modrymi barvamsi tak, Ze jednobarevné pdry
hran se navzdjem separuji.

Obrazek 1: Separujici se jednobarevné pary hran.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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