Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 4. cviceni*

9. bfezna 2015

1 Aplikace Hallovy véty

Necht X a I jsou mnoziny. MnoZinovym systémem na X nazveme |I|-tici M = (M; | i € I), kde
M; C X. (V mnozinovém systému podle této definice se tatdz mnozina muze opakovat.) Systém
ruznych reprezentantii (SRR) je prostd funkce f:I — X takovd, ze pro kazdé i € I je f(i) € M,.
Budeme predpokladat, ze plati X, I C N a ze X, I i vsechny M; konecné.

Véta (Hallova véta). Systém riznych reprezentanti v M ezistuje prdavé tehdy, kdyz pro kazdou
J C I je |U;es Mi| > |J|; tato podminka se nazjvd Hallova.

Piiklad 1. Necht a,b,c,d, e jsou riznd prirozend cisla.

(a) Maji viechny triprokové podmnoZiny mnoziny {a,b,c,d} systém riznijch reprezentanti?

(b) Magi viechny triprvkové podmnoZiny mnoZiny {a,b,c,d,e} systém rizngch reprezentanti?

Piiklad 2. Pdrovédni v grafu G je mnozina hran F C E(G) takovd, Ze, kazdy vrchol grafu G patii
do nejuyse jedné hrany z F'. Perfektni parovani grafu G je takové pdrovani, které pokryvd vsechny
vrcholy grafu G.

(a) Najdéte Sest ruzngch perfektnich pdrovani v Petersonové grafu. Ukazle, Ze vic jich neexistuje.

(b) Dokazte, Ze je-li bipartitini graf s neprdzdnou mnozinou hran k-reguldrni, pak md perfekini
pArovand.

Piiklad 3. Latinsky obdélnik iddu k x n, k < n je matice L € {1,... , n}**"  kde se v kazdém
radku a sloupci kaZdy prvek vyskytuje nejvyse jednou. Latinsky ¢tverec radu n je latinsky obdélnik
radu n X n.

(a) Ukazte, Ze kazdy latinsky obdéinik lze priddvdnim 7ddka doplnit na latinsky ctverec.

. . . , . Py . . (n!)?

(b) Ukazte, Ze latinskyjch ctverci tddu n je alespori .

Priklad 4. Najdéte nekonecny systém mnozin M = {M; | i € N}, ktery splriuje Hallovu podminku
(tj. pro kazdé k € N obsahuje sjednocent libovolné k-tice mnozin z M asponi k prvki), ale nemd
systém ruznych reprezentantu.

Priklad 5. Dilworthova véta 7ikd, Ze md-li v ¢dstecné usporddané mnoziné (P, <) nejdelsi antiretézec
délku r, pak lze P rozloZit na r rtetézcu. Dokazte, Ze Dilworthova véta implikuje Hallovu vétu.

Piiklad 6 (*). Dokazte, Ze hrany kaZdého rovinného grafu bez trojihelniki lze zorientovat tak,
ze z kazdého vrcholu vedou nejvyse dvé Sipky ven. Rovinny graf je takovy graf, ktery jde nakreslit
do roviny bez kriZeni hran. Hint: pouZijte fakt, Ze rovinng graf G = (V, E) bez trojihelniki md
nanejuys 2|V| — 4 hran.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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