Zaklady kombinatoriky a teorie grafi — 3. cviceni*
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1 Toky v sitich

Zelezniéni sit stfedni a vychodni Evropy sestavens v 50. letech armddou USA podle zprav C.LA. Kazd4
hrana m4 vyznaceny smér, kterym jezd{ vlaky, a nosnost. Minimélni fez siti (s hodnotou 163 000 tun) je
vyznaceny. Ford s Fulkersonem tuto zpravu uvadéji jako motivaci svého vyzkumu.

Sit G je usporddana ¢tvefice (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, z a s jsou dva rtizné
vrcholy grafu G (ffkdme jim zdroj a stok) a kapacita ¢: E — RSF je funkce ohodnocujici hrany. Tok
v siti je kazdd funkce f: E — R splitujici 0 < f(e) < ¢(e) pro kazdou hranu e € E a

(z,u)EE (u,y)€EE

pro kazdy vrchol u € V mimo stok a zdroj. Velikost toku je | f| = Z(z,x)eE f(z, x)—z(%z)eE flx, z).
Cesta (ne nutné orientovand) je nasycend, pokud pro néjakou jeji hranu e orientovanou po sméru
cesty je f(e) = c(e) nebo pro né&jakou jeji hranu e orientovanou proti sméru cesty je f(e) = 0.
Zlepsujici cesta je cesta, kterd neni nasycend. Pokud jako rezervu hrany oznacime r(e) = c(e) — f(e)
pro hranu e orientovanou po sméru cesty a r(e) = f(e) pro hranu orientovanou proti smeéru cesty,
pak je cesta nasycend, pokud obsahuje hranu nulové rezervy. Rezem nazveme podmnozinu E, po
jejimz odstranéni neexistuje orientovana cesta ze zdroje do stoku. Kapacita vezu R je ) . p c(e).

Algoritmus 1.1: FORDFULKERSON(G)

f < nulovy tok

while existuje zlepsujici cesta P ze z do s

Bud P néjaka takovd cesta.

€ < min.cp r(e)

Zvetsime tok f podél P o e (kazdé hrané e € P zvétsime
f(e), pripadné zmensime f(e’), podle toho, co jde).

do

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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Priklad 1. Najdéte Ford-Fulkersonovym algoritmem maximdlni tok v nasledujici siti. Naleznéte
také tez minimdlni kapacity.
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Piiklad 2. (a) Najdéte sit (a posloupnost pouZitijch zlepdugicich cest), na které F.-F. algoritmus
nedospéje ke spravnému vysledku, pokud mu povolime pouzivat jen orientované zlepsujict cesty.

(b) Najdéte posloupnost siti (a posloupnosti pouZitijch zlepsujicich cest), na které md F.-F. al-
goritmus exponenciding éasovou sloZitost (vzhledem k poctu biti potrebnijch k uloZeni grafu a
kapacit).

Piiklad 3. Pri hleddni maximdlniho toku jsou kapacitami omezené hrany. Nékdy se ale miZe stdat,
Ze budeme potrebovat néjaké kapacity pritadit i vrcholim (,vrcholem v nesmi protéct vic neZ x
litri tekutiny za jednotku éasu®). Jak najit mazimdind tok spliugict i tuto podminku?

Priiklad 4. Jakych hodnot mize nabyvat pocet maximdlnich toku v siti?

Priklad 5. (Kénigova véta) Vrcholové pokryti grafu G je podmnozina vrcholi U takovd, Ze kazdd
hrana G je incidentni aspori s jednim vrcholem z U. Ukazte, Ze v kaZdém bipartitnim grafu je
velikost maximalniho pdarovdni rovna velikosti minimdlniho vrcholového pokryti.
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