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1 Opakováńı z teorie graf̊u podruhé

V grafu G = (V,E) nazýváme posloupnost (v0, e1, v1, . . . , ek, vk), vi ∈ V a ej ∈ E, sledem v G
délky k. Jako matici sousednosti grafu G označujeme matici A, ve které je pozice (u, v) rovna jedné,
pokud {u, v} ∈ E, a nule jinak.

Zobrazeńı b:V → {1, 2, . . . , k} nazveme obarveńım grafu G=(V,E), pokud pro každou hranu
{u, v} ∈ E plat́ı b(u) 6= b(v). Barevnost grafu G, označovaná χ(G), je minimálńı počet barev nutný
k obarveńı G. Velikost největš́ı nezávislé množiny grafu G, neboli množiny, ve které žádné dva
vrcholy nejsou spojené hranou, znač́ıme α(G).

Rovinný graf G je graf, který má alespoň jedno rovinné nakresleńı, ve kterém maj́ı spojité
křivky odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným hranám společné nanejvýš koncové body. Po odstraněńı těchto křivek
se rovina rozpadne na konečný počet souvislých oblast́ı, které nazýváme stěny nakresleńı grafu G.
Dá se ukázat, že rovinné grafy, které jsou maximálńı co do počtu hran, odpov́ıdaj́ı triangulaćım,
což jsou rovinné grafy, v nichž je každá stěna trojúhelńık.

Věta o čtyřech barvách. Každý rovinný graf jde obarvit čtyřmi barvami.

Př́ıklad 1. Spočtěte počet koster úplného bipartitńıho grafu K2,n.

Př́ıklad 2. V orientovaném grafu hranám odpov́ıdaj́ı uspořádané dvojice vrchol̊u (šipky mezi vr-
choly), přičemž každý pár vrchol̊u tvoř́ı nanejvýš jednu takovou dvojici. Ukažte, že každý orien-
tovaný úplný graf obsahuje orientovanou Hamiltonovskou cestu (cestu obsahuj́ıćı všechny vrcholy
tvořenou na sebe navazuj́ıćımi šipkami stejného směru).

Př́ıklad 3. Pro každý graf s n vrcholy a m hranami zkuste ukázat následuj́ıćı odhady barevnosti:

(a) χ(G) ≤ n− α(G) + 1.

(b) χ(G) ≥ n
α(G) .

(c) χ(G) ≤ 1
2 +

√
2m+ 1

4 .

Př́ıklad 4. Uvažujme graf Qn (graf n-dimenzionálńı krychle), jehož vrcholy tvoř́ı množinu {0, 1}n
a hrany spojuj́ı vrcholy lǐśıćı se právě v jedné souřadnici. Čemu se rovná χ(Qn)?

Př́ıklad 5. Máme-li pořad́ı vrchol̊u v1, . . . , vn grafu G a množinu barev {1, 2, . . . , k}, tak hladový
algoritmus obarveńı bere vrcholy v tomto pořad́ı a každému přiřad́ı minimálńı povolenou barvu.

(a) Ukažte, že vždy existuje takové pořad́ı vrchol̊u, na kterém hladový algoritmus barveńı použije
χ(G) barev.

(b) Ukažte, že existuje strom T a pořad́ı jeho vrchol̊u takové, že na něm hladový algoritmus obarveńı
spotřebuje Ω(log n) barev.

Př́ıklad 6. Bud’ G graf s vrcholy {1, . . . , n} a necht’ A je jeho matice sousednosti. Označme jako

a
(k)
i,j prvek na pozici (i, j) v k-té mocnině Ak matice A.

(a) Dokažte, že a
(k)
i,j se rovná počtu sled̊u délky k mezi vrcholy i a j grafu G.

(b) Dokažte, že G obsahuje K3 právě tehdy, když existuje pár index̊u (i, j) takový, že plat́ı a
(1)
i,j 6= 0

a a
(2)
i,j 6= 0.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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Př́ıklad 7. Nalezněte př́ıklad triangulace, na které se rozbije následuj́ıćı nesprávný d̊ukaz Věty o
čtyřech barvách:

D̊ukaz. Stač́ı uvažovat jen maximálńı rovinné grafy, čili triangulace, protože přidáńım hrany ne-
klesne barevnost. Postupujeme indukćı podle počtu vrchol̊u n. Pro n = 3 je tvrzeńı triviálńı, protože
χ(K3) = 3. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechny triangulace na n vrcholech. Přidáńım
vrcholu v do stěny F n-vrcholové triangulace T ′ a spojeńım v hranami se všemi vrcholy stěny F
obdrž́ıme triangulaci T na n + 1 vrcholech. Uvažme obarveńı T ′ nanejvýš čtyřmi barvami, které
máme z indukčńıho předpokladu. Protože v soused́ı se třemi vrcholy, můžeme v obarvit za použit́ı
nanejvýš čtyř barev. T́ım obdrž́ıme obarveńı s nanejvýš čtyřmi barvami pro T a tvrzeńı tak plat́ı
i pro triangulace s n+ 1 vrcholy.
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