Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 13. cviceni*

11. kvétna 2015

1 Konec¢né projektivni roviny
Nechf X je koneénd mnozina a £ C 2X. Potom dvojici (X, L) nazveme konecnou projektivni
rovinou, pokud spliuje néasledujici axiomy:
(AO) VLy,Ls € L, Ly # Lo : |L1 N Lo| = 1 (kazdé dvé piimky se protinaji v prdvé jednom bodeé).
(Al) Vzi,20 € X,21 # xo3 L € L : x1,292 € L (kazdymi dvéma body prochdz{ pravé jedna
piimka).

(A2) IF C X, |F| =4V : |LNF| < 2 (existuji 4 body, z nichz z4dné tfi nejsou kolinedrni).

Réd projektivni roviny (X, L) se rovna poctu bodi na pifmce minus jedna (vime, ze viechny
piimky obsahuji stejny pocet bodi). Vime také, ze konecna projektivni rovina fadu n obsahuje

n? +n+ 1 pifmek a bodi a také kazdy bod lezi na n + 1 pifmkéach. Pifkladem koneéné projektivni
roviny (fddu 2) je Fanova rovina:

Priklad 1. V Transylvanské loterii se ndhodné losuji t7i ruznd céisla z cisel 1 aZ 14. Hrdé si
pred slosovdnim za koupeni jednoho listku muze vybrat tri ¢isla, pricemz vyhraje, pokud jsou mezi
vylosovanymi ¢isly asponi dvé jim vybrand céisla. Kolik listki si staci koupit, abyste méli zaruéenou
vhru?

Piiklad 2. Bez pousiti duality dokaste, e kaZdd konecénd projektivni rovina vddu n obsahuje n® +
n+ 1 primek.
Piiklad 3. Pokuste se nakreslit konecnou projektivni rovinu 7ddu 3.

Piiklad 4. (a) Ukaste, Ze existuje graf s N vrcholy a s asponi cN3/2 hranami pro néjakou kon-
stantu c > 0, ktery neobdsahuje Kz o jako podgraf.

(b) Bonusovy priklad (*): ukazte, Ze kazdy takovy graf md nanejvys %(NS/2 + N) hran.

Piiklad 5. Necht X je konecnd mnozina a M C 2X. Rekneme, Ze mnoZinovy systém M je 2-
obarvitelny, pokud lze obarvit prvky X dvéma barvami tak, aby kaZdd mmnozZina z M obsahovala
prvky obou barev. Ukazte, Ze Fanova rovina neni 2-obarvitelnd.

2 Latinské ¢tverce

Latinsky ¢tverec fddu n je matice o rozmérech n x n nad prvky z {1,2,...,n}, kde se kazdé &islo
v kazdém sloupci a fadku vyskytuje pravé jednou. Dva latinské ¢tverce L a L’ jsou ortogondlnf,
pokud pro kazdou usporddanou dvojici ¢isel (a,b) z {1,2,...,n} existuje i,5 € {1,2,...,n} takové,
ze (a,b) = ((L)i;, (L')ij). Mnozina {Lq, Lo, ...,L;} Latinskych étvercu je mnozinou navzdjem
ortogondlnich Latinskijch ¢tverci, pokud kazdé dva ¢tverce z této mnoziny jsou ortogonélni.

Priklad 6. Naleznéte mazximdlni mnoZinu navzdjem ortogondlnich latinskyjch ctvercu vddu ctyri a
dokazte, Ze je maximdlni.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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