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1 Ramseyova teorie – pokračováńı

Ramseyova věta pro grafy. Necht’ l, a1, a2, . . . , al jsou libovolná přirozená č́ısla. Potom existuje
přirozené č́ıslo Rl(a1, a2, . . . , al) takové, že každé obarveńı hran Kn pro n ≥ Rl(a1, a2, . . . , al)
pomoćı l barev obsahuje kopii Kai

barvy i pro nějaké i ∈ {1, 2, . . . , l}.

Č́ısla Rl(a1, a2, . . . , al) nazýváme Ramseyova č́ısla úplných graf̊u. Ramseyova č́ısla lze definovat
i pro obecné grafy H a G. Jako R2(H,G) označ́ıme nejmenš́ı přirozené n takové, že každé červeno-
modré obarveńı hran Kn obsahuje bud’ červenou kopii H nebo modrou kopii G. Z Ramseyovy věty
pro grafy pak vid́ıme, že plat́ı R2(H,G) ≤ R2(|V (H)|, |V (G)|).

Př́ıklad 1 (Schurova věta). Ukažte, že existuje dost velké N ∈ N takové, že obarv́ıme-li prvky
[N ] = {1, 2, . . . , N} dvěma barvami, pak vždy dokážeme naj́ıt x, y, z ∈ [N ], které maj́ı stejnou
barvu a plat́ı x + y = z (tj. najdeme jednobarevné řešeńı rovnice). Plat́ı varianta tvrzeńı i pro v́ıce
barev?

Hint: Zvolte N = R2(3, 3)− 1 a sestrojte vhodný hranově 2-obarvený graf, zbytek plyne z Ram-
seyovy věty pro grafy.

Př́ıklad 2. Necht’ M(n) označuje počet permutaćı množiny [n], které neobsahuj́ı aritmetickou
posloupnost délky tři (3AP).

(a) Ukažte, že pro každé přirozené n plat́ı M(n) > 0. Neboli dokažte, že pro každé n jde naj́ıt
permutaci [n], která neobsahuje 3AP.

(b) Ukažte, že dokonce plat́ı M(n) ≥ 2n−1 pro každé n. Neboli počet permutaćı, které se vyhýbaj́ı
3AP, dokonce roste exponenciálně rychle.

(c) Ukažte, že v každé permutaci všech přirozených č́ısel už vždy najdeme 3AP.

Př́ıklad 3. Ramseyovská č́ısla.

(a) Dokažte nerovnost Rk(3, . . . , 3) ≤ be · k!c+ 1.

Hint: postupujte indukćı a pokuste se dokázat vztah Rk(3, . . . , 3) ≤ 1 + k ·Rk−1(3, . . . , 3).

(b) (*) Najděte obarveńı hran třemi barvami úplného grafu na 16 vrcholech, ve kterém neńı jedno-
barevný trojúhelńık, neboli R3(3, 3, 3) ≥ 17.

Př́ıklad 4. Ukažte, že R2(C4, C4) = 6, tedy že v každém červeno-modrém obarveńı hran K6

najdeme jednobarevný 4-cyklus, zat́ımco na K5 se to už podařit nemuśı.

Př́ıklad 5 (*). Dokažte, že pro každé přirozené k ≥ 2 plat́ı vztah

2k/2 ≤ R2(k, k) ≤ 22k.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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