Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 10. cviceni*

20. dubna 2015

1 Ramseyova teorie — pokracovani

Ramseyova véta pro grafy. Nechf [, ay,as,...,a; jsou libovolnd pFirozend c¢isla. Potom existuje
prirozené ¢islo Ri(a1,aq,...,a;) takové, Ze kaZdé obarveni hran K, pro n > Ri(ai,as,...,aq;)
pomoct | barev obsahuje kopii K,, barvy i pro néjaké i € {1,2,...,1}.

Cisla Ri(a1,aq9,...,a;) nazyvame Ramseyova ¢isla uplngch grafi. Ramseyova ¢isla lze definovat
i pro obecné grafy H a G. Jako Ryo(H, G) oznacime nejmens{ pfirozené n takové, ze kazdé Cerveno-
modré obarveni hran K,, obsahuje bud’ &ervenou kopii H nebo modrou kopii G. Z Ramseyovy véty
pro grafy pak vidime, ze plat{ Ro(H,G) < Ro(|V(H)|, |V (G))).

Priklad 1 (Schurova véta). UkaZte, Ze existuje dost velké N € N takové, Ze obarvime-li prvky
[N] = {1,2,...,N} dvéma barvami, pak vidy dokdZeme najit x,y,z € [N], které maji stejnou
barvu a plati x +y = z (tj. najdeme jednobarevné reseni rovnice). Plati varianta tvrzend i pro vice
barev?

Hint: Zvolte N = R3(3,3) — 1 a sestrojte vhodny hranové 2-obarveny graf, zbytek plyne z Ram-
seyovy véty pro grafy.

Piiklad 2. Necht M(n) oznacuje poéet permutaci mnoZiny [n], které neobsahuji aritmetickou
posloupnost délky tri (3AP).

(a) Ukazte, Ze pro kazdé prirozené n plati M(n) > 0. Neboli dokazte, Ze pro kaZdé n jde najit
permutaci [n], kterd neobsahuje 3AP.

(b) Ukazte, Ze dokonce plati M(n) > 2"~ pro kazdé n. Neboli pocet permutaci, které se vyhybaji
3AP, dokonce roste exponencidlné rychle.

(c) Ukazte, Ze v kaZdé permutaci viech prirozenych ¢isel uz vidy najdeme 3AP.
Piiklad 3. Ramseyovskd cisla.

(a) Dokazte nerovnost Ri(3,...,3) < |le-k!] + 1.
Hint: postupujte indukci a pokuste se dokdzat vztah Ri(3,...,3) <1+k-Rip_1(3,...,3).

(b) (*) Najdéte obarveni hran tremsi barvami uplného grafu na 16 vrcholech, ve kterém nend jedno-
barevny trojuhelndk, neboli R3(3,3,3) > 17.

Priklad 4. Ukazte, Ze Ry(Cy,Cy) = 6, tedy Ze v kaZdém cerveno-modrém obarveni hran Kg
najdeme jednobarevny 4-cyklus, zatimco na Ky se to uZ podarit nemusi.

Priklad 5 (*). Dokaste, Ze pro kazdé prirozené k > 2 plati vztah

2k/2 < Ry(k, k) < 2%,

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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