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15. dubna 2014

1 Barevnost graf̊u

Zobrazeńı b:V → {1, 2, . . . , k} nazveme obarveńım grafu G=(V,E), pokud pro každou hranu
{x, y} ∈ E plat́ı b(x) 6= b(y). Barevnost grafu G, označovaná χ(G), je minimálńı počet barev
nutný k obarveńı G. Velikost největš́ı nezávislé množiny grafu G, neboli množiny, ve které žádné
dva vrcholy nejsou spojené hranou, znač́ıme α(G).

Př́ıklad 1. Uvažujme graf Qn (graf n-dimenzionálńı krychle), jehož vrcholy tvoř́ı množinu {0, 1}n
a hrany spojuj́ı vrcholy lǐśıćı se právě v jedné souřadnici. Čemu se rovná χ(Qn)?

Př́ıklad 2. Pro každý graf s n vrcholy a m hranami zkuste ukázat následuj́ıćı odhady barevnosti:

(a) χ(G) ≤ n− α(G) + 1.

(b) χ(G) ≤ 1
2 +

√
2m+ 1

4 .

(c) χ(G) ≥ n
α(G) .

Př́ıklad 3. Graf G je kriticky k-obarvitelný, pokud χ(G) = k a každý jeho podgraf H ⊂ G je jǐz
(k − 1)-obarvitelný. Necht’ δ(H) označuje minimálńı stupeň grafu H.

(a) Ukažte, že je-li H kriticky k-obarvitelný, tak δ(H) ≥ k − 1.

(b) Ukažte, že pro každý graf G plat́ı χ(G) ≤ 1 + maxH⊆G δ(H). Neboli, že neexistuje graf velké
barevnosti, ve kterém maj́ı všechny podgrafy malý minimálńı stupeň.

Př́ıklad 4. Máme-li pořad́ı vrchol̊u v1, . . . , vn grafu G a množinu barev {1, 2, . . . , k}, tak hladový
algoritmus obarveńı bere vrcholy v tomto pořad́ı a každému přiřad́ı minimálńı povolenou barvu.

(a) Ukažte, že vždy existuje takové pořad́ı vrchol̊u, na kterém hladový algoritmus barveńı použije
χ(G) barev.

(b) Ukažte, že existuje strom T a pořad́ı jeho vrchol̊u takové, že na něm hladový algoritmus obarveńı
spotřebuje Ω(log n) barev.

Př́ıklad 5. Vněǰskově rovinný graf je graf, který má takové rovinné nakresleńı, v němž jsou všechny
vrcholy na vněǰśı stěně. Dokažte bez použit́ı Věty o čtyřech barvách, že každý vněǰskově rovinný graf
je 3-obarvitelný.

Př́ıklad 6 (*). Mějme nekonečný graf G s množinou vrchol̊u V = R2, kde dva vrcholy spoj́ıme
hranou právě tehdy, když jsou od sebe ve vzdálenosti přesně jedna. Ukažte, že 4 ≤ χ(G) ≤ 7.

2 Vyb́ıravost graf̊u

Máme-li ke každému vrcholu v grafu G přǐrazený povolený seznam barev L(v), pak řekneme, že
G je L-obarvitelný, pokud jej lze obarvit pouze povolenými barvami ze seznamů L. Graf je k-
vyb́ıratelný, pokud je L-obarvitelný pro libovolné přǐrazeńı seznamů L takové, že každý seznam
obsahuje alespoň k barev. Vyb́ıravost grafu G, což je nejmenš́ı k, pro který je G k-vyb́ıratelný,
znač́ıme χl(G).

Př́ıklad 7. Nalezněte grafy (a jejich seznamy povolených barev) s omezenou barevnost́ı, ale libo-
volně velkou vyb́ıravost́ı.

Př́ıklad 8. Nalezněte rovinný graf (a jeho seznamy povolených barev), který neńı 4-vyb́ıratelný.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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